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Задачи моделирования гидротермодинамики отдельных морских акваторий и 
прибрежных территорий являются актуальными, поскольку результаты данного 
моделирования часто используются во многих приложениях. Одним из методов, 
позволяющих учесть открытые границы и приблизить результаты моделирования 
к реальным данным, является вариационная ассимиляция данных наблюдений. 
В настоящей работе рассматривается следующий подход: функции потоков через 
открытую границу считаются дополнительными неизвестными задачи; предполагается, 
что в заданный момент времени имеются данные наблюдений за функциями 
состояния акватории (температурой, соленостью, уровнем моря, скоростями). Задача 
рассматривается как обратная, в которой необходимо отыскать дополнительные 
неизвестные, такие, что выполненные уравнения модели и функции состояния 
акватории в некотором смысле максимально близки к данным наблюдений. Проведено 
сравнение методов восстановления неизвестных функций в граничных условиях на 
открытой границе по данным наблюдений за уровнем и скоростью в ряде численных 
экспериментов для области простой формы. 
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Введение

Одним из актуальных направлений математического моделирования в гео-
физической гидродинамике является моделирование открытых акваторий океа-
нов, морей и их отдельных частей (заливов, бухт, прибрежных территорий и т.д.). 
Результаты такого моделирования востребованы в судоходстве, при расчете распро-
странения загрязнений, водорослей, при оценке рисков антропогенных катастроф 
и в других прикладных задачах. Однако, при создании модели открытой акватории 
необходимо не только учитывать специфику рассматриваемого водного объекта, но 
и решать проблему задания граничных условий. Основная трудность в решении 
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данной проблемы заключается в отсутствии точной информации о потоках энер-
гии и массы через открытые границы. В настоящей работе под открытой (жидкой) 
границей подразумевается участок границы моделируемого объекта, отделяющий 
рассматриваемую область от Мирового океана.

Существуют различные подходы к решению проблемы учета жидких границ 
в моделях гидротермодинамики открытых акваторий. В работах (Агошков, Залес-
ный, Шелопут, 2020; Шелопут, 2021) представлен обзор используемых в настоящее 
время подходов. При наличии данных наблюдений за характеристиками акватории 
(температурой, уровнем и другими) можно формулировать различные алгоритмы 
ассимиляции данных. В работе (Edwards et al., 2015) приведен подробный обзор из-
вестных исследований по методам ассимиляции данных применительно к задачам 
регионального моделирования. В настоящей работе исследуется метод учета гра-
ничных условий на открытых границах, основанный на вариационной ассимиля-
ции данных (Агошков, Залесный, Шелопут, 2020; Шелопут, 2021; Agoshkov, 2005; 
Дементьева, Карепова, Шайдуров, 2013). Идея метода заключается в следующем: 
граничные условия на открытых границах записываются с введением дополни-
тельных неизвестных функций («граничных функций»), характеризующих влия-
ние Мирового океана на моделируемую акваторию; формулируются и решаются 
обратные задачи о восстановлении дополнительных неизвестных с привлечением 
имеющихся данных о гидротермодинамических параметрах (данных наблюдений).

В работах (Агошков, Залесный, Шелопут, 2020; Шелопут, 2021) сформули-
рован класс обратных задач о восстановлении неизвестных функций в граничных 
условиях на открытых границах по данным наблюдений за функциями состояния 
акватории, в применении к модели гидротермодинамики, основанной на прими-
тивной системе уравнений. В модели был использован метод расщепления по фи-
зическим процессам, что позволило рассматривать на каждом интервале времени 
вместо исходной обратной задачи для нелинейной модели более простые линей-
ные подзадачи, привлекая соответствующие изменяющимся переменным данные 
наблюдений. На одном из шагов метода расщепления решается задача ассимиляции 
данных для линейной системы уравнений мелкой воды. В численных эксперимен-
тах из работы (Шелопут, 2018) на данном шаге метода расщепления в модели ги-
дротермодинамики Балтийского моря, основанной на модели INMOM, применялся 
алгоритм вариационной ассимиляции данных об уровне моря. Результаты экспе-
риментов показали, что даже в условиях нехватки реальных данных наблюдений, 
алгоритм существенно изменяет решение задачи и что его исследование и развитие 
в целях дальнейшего практического использования в моделях целесообразно. В на-
стоящей работе задача ассимиляции данных для системы уравнений мелкой воды 
рассматривается более подробно. В частности, проводится сравнение методов вос-
становления граничной функции для линейной системы по данным наблюдений за 
уровнем и баротропными скоростями. 

Данные спутниковой альтиметрии, которые являются одним из основных 
источников данных об уровне морской поверхности, представляют собой треки 
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данных о величинах, среди которых координаты, время и аномалии уровня моря. В 
известных алгоритмах четырехмерной вариационной ассимиляции данных спутни-
ковой альтиметрии в правой части сопряженного уравнения возникают δ-функции 
Дирака, из-за чего в решении сопряженной задачи присутствуют поверхностные 
гравитационные волны, которые в дальнейшем приводят к искажению решения 
исходной задачи (Ngodock, 2016). Чтобы этого избежать, в качестве данных на-
блюдений можно использовать не сам уровень, а его градиент, который по физи-
ческому смыслу характеризует нормальную к треку составляющую баротропной 
скорости. Поэтому в настоящей работе наравне с алгоритмом ассимиляции уровня 
рассматривается алгоритм вариационной ассимиляции нормальной составляющей 
баротропной скорости, который может оказаться перспективным в приложениях.

1. Основные обозначения и постановка задачи

Уравнения модели гидротермодинамики открытой акватории и шаги метода 
расщепления приведены в работе (Агошков, Залесный, Шелопут, 2020). Основ-
ные обозначения повторяют использованные в работе (Агошков, Лёзина, Шелопут, 
2020), приведем далее некоторые из них. Обозначим через Ω часть поверхности 
сферы SR (акваторию моря); высоту поверхности моря будем задавать уравнением 
z = ξ(λ, θ, t), где (λ, θ, r) – сферические координаты, z = RE – r, RE – средний радиус 
Земли, (λ, θ, RE) ∈ Ω, а t – время, t ∈ [0, ]. Функцию рельефа дна определим как 
z = H(λ, θ)  при (λ, θ, RE) ∈ Ω, где H(λ, θ) ≥ ϵ, ϵ = const > 0. Скорость воды запишем в 
форме , где  – горизонтальный вектор скорости, а w – вертикальная 
скорость

Введем обозначения для осредненных по глубине скоростей: 

Пусть  – единичный вектор внешней нормали к ∂Ω, l – параметр Кориолиса, 
g – ускорение свободного падения. 

Рассмотрим линеаризованную задачу мелкой воды: 

	

(1)

где  – заданная функция. Задача вида  решается на каждом интервале 
времени на шаге 3 метода расщепления в моделях (Залесный, Гусев, Агошков, 2016; 
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Zalesny et al., 2012; Zalesny et al., 2013). Рассмотрим граничное условие вида 
(Agoshkov, 2005): 

	 	 (2)

где mop – характеристическая функция внешней жидкой (открытой) границы Гop, 
т.е. mop = 1 если (λ, θ, RE) ∈ Гop, в противном случае mop = 0. Заметим, что на твердой 
части границы (mop = 0) граничное условие принимает вид условия непротекания. 
Граничная функция ds будет рассматриваться ниже как дополнительная неизвест-
ная. Пусть для определенности ds = 0 на ∂Ω\Гop.

Весь интервал времени  разделяется на подынтервалы (tj–1, tj), Δt = tj – tj–1, 
t0 = 0, tJ = , j = 1, … , J. Запишем неявную схему аппроксимации задачи (1)–(2) на 
интервале (tj–1, tj) по времени. Задача (1) примет вид:

		

	 	

(3)

где    
Будем рассматривать следующие случаи:
Случай I. Пусть на интервале времени (tj–1, tj) имеются данные наблюдений 

ξobs вдоль Гop за уровнем моря. Введем функционал: 

где α ≥ 0 – параметр регуляризации,  – начальное приближение для функ-
ции ds, полученное из каких-либо источников (можно положить  =  0). 
Сформулируем задачу вариационной ассимиляции данных: найти  
удовлетворяющие системе уравнений (3) и доставляющие минимум функцио-
налу Jα(ds, ξ). 

Случай II. Пусть имеются данные наблюдений  вдоль Гop. Введем 
функционал:

Сформулируем задачу вариационной ассимиляции данных: найти 
удовлетворяющие системе уравнений (3) и доставляющие минимум функционалу 
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Возможно использование и других форм записи функционалов, см., например, 
(Шелопут, 2021; Дементьева, Карепова, Шайдуров, 2013). Заметим, что в функци-

оналах Jα(ds, ξ),  под знаками интегралов стоят весовые функции  

причем H в реальных задачах может значительно изменяться вдоль открытой 
границы. В этом случае данным наблюдений присваиваются различные веса на 
мелководье и на глубине. Вид функционалов является следствием используемых 
в математических постановках метрик. При использовании других метрик вид 
функционалов изменится, что может повлиять на результаты численных экспери-
ментов.

Вопрос о доступности данных наблюдений, которые используются в поста-
новках задач для случаев I и II, заслуживает отдельного внимания. Подробное об-
суждение этого вопроса имеется в работе (Шелопут, 2018), где рассмотрены данные 
об уровне, а также в работе (Агошков, Лёзина, Шелопут, 2020), где рассмотрены 
способы получения данных о скорости. Приведем здесь некоторые замечания, ко-
торые могут иметь значение для анализа применимости результатов данной статьи. 
На практике доступны следующие массивы данных наблюдений, из которых мож-
но получить данные об уровне моря – данные спутниковой альтиметрии и данные 
измерений «in situ» с уровнемерных постов. На сайте https://marine.copernicus.eu/ 
представлены 2 набора данных спутниковой альтиметрии – обработанные данные 
по трекам спутников (i) и результат применения метода оптимальной интерполяции 
для построения уровня на сетке (ii). Данные (ii) являются достаточно грубыми и не 
могут быть использованы в качестве ξobs в задачах регионального моделирования. 
Данные (i) с метеорологических спутников, оснащенных измерительным обору-
дованием, представляют собой треки данных о величинах: координате, времени и 
уровне. Повторяются ли траектории движения спутников или нет, зависит от типа 
спутника – некоторые траектории повторяются с периодом порядка 15–30 суток, не-
которые не повторяются, также существуют и геостационарные метеорологические 
спутники. Данные со спутников проходят несколько этапов обработки (фильтрацию 
длинных волн, коррекцию полей в областях пересечения траекторий и т.д. (Лебедев, 
2016) и попадают в открытый доступ. Из всего массива данных спутниковой альти-
метрии в качестве ξobs могут быть использованы только те, которые являются измере-
ниями на открытой границе. Данные наблюдений вида Iobs, безусловно, на практике 
являются менее доступными. Эти данные могут быть получены разными способа-
ми. Один из подходов основан на использовании данных наблюдений со спутников 
и дрейфующих буев. При наличии данных с буев может быть оценено трехмерное 
поле плотности, а по данным со спутников может быть оценена перпендикулярная 
траектории спутника баротропная поправка к скорости. Далее может быть исполь-
зована схема подсчета, описанная в работе (Мысленков, 2011). Недостатки данно-
го подхода в применении к проблеме жидких границ очевидны: оценки для скоро-
стей получаются грубыми, и их можно получить только там, где проводятся частые 
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измерения с буев и где проходят треки специализированных спутников. Заметим, 
что приближенные значения как скоростей, так и уровня, можно получить и из рас-
четов по моделям акваторий бóльшего размера. Ассимиляция таких данных может 
оказаться более гибким и обоснованным инструментом, чем их непосредственная 
подстановка в граничные условия, что обсуждается в работе (Шелопут, 2021).

2. Алгоритмы решения задачи

Задачу минимизации функционала Jα можно решать, например, с помощью 
метода градиентного спуска. Для того, чтобы выразить градиент функционала и не-
обходимое условие оптимальности, вводится сопряженная задача (Шелопут, 2021). 
Алгоритм решения задачи для случая I можно записать в следующем виде:

Пусть найдено . Решаем прямую задачу: 

	 	

(4)

Решаем сопряженную задачу: 

	 		

(5)

Ищем новое приближение  :

	 		
	

(6)

	  	

(7)

где k – номер итерации. Итерационный процесс (4)–(6) сходится при  
и достаточно малом τk = τ = const > 0. Для увеличения скорости сходимости параметр 
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итерационного процесса можно вычислять, пользуясь формулой (7) (см. Агошков, 
2016; Васильев, 1981).

Аналогично тому, как это сделано в случае I, в случае II так же можно вычис-
лить градиент и необходимое условие минимума функционала  Пользуясь 
полученными выражениями, можно записать метод градиентного спуска, с помо-
щью которого можно отыскать приближения к функциям  ds(α), доставляю-
щим минимум функционалу  при некотором малом α > 0:

Пусть найдено . Решаем задачу: 

	 	

(8)

Решаем сопряженную задачу: 

	

	 	

(9)

Ищем новое приближение : 

	 		
	

(10)

	 	

(11)

При выполнении подходящего критерия окончания итерационного процесса 
элементы  принимаются в качестве приближенных решений рассматрива-
емой задачи в Ω. Подходящий критерий остановки следует выбирать в зависимо-
сти от параметров итерационного алгоритма, размера моделируемой области, чис-
ленного метода и заданной точности. Алгоритм (8)–(10) сходится при достаточно 
малом параметре τk = τ = const > 0 (Агошков, 2016), однако, его сходимость можно 
ускорить, задав τk по формуле (11). Заметим, что параметр τk является размерным.
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3. Результаты численных экспериментов

Был проведен предварительный расчет на  =  6  часов в исходной области, 
которая представляла собой квадрат L×L, где L = 300 км. Начальные условия зада-
вались следующим образом: 

Для расчета были выбраны следующие значения параметров: xc  =  0,45L, 
yc = 0,5L, σ = 0,05L,  = 0, Rf = 0, g = 9,81 см/с2, l = 3·10–4 1/c. Заметим, что если в дан-
ном случае принять H(x, y) = const, то ξ,  останутся неизменными на протяжении 
всего расчета. Начальные условия имитируют некоторый «вихрь» с центром в точ-
ке (xc, yc). Для аппроксимации задачи по пространству была введена равномерная 
сетка 100×100 точек. Шаг по времени был выбран как Δt = 54 с. Для аппроксимации 
краевых задач по пространству был использован метод конечных разностей 2-го 
порядка на сетке типа «С» по классификации Аракавы. Топография дна задавалась 
для точки (xi, yj) сетки по следующему правилу: 

 

где β  =  15/(6σ). Результаты предварительного расчета ξp,   были сохранены и 
использовались в дальнейшем в качестве референтных, «точных», и для задания 
данных наблюдений. Дальнейшие расчеты проводились в правой половине области 
Ω1/2 = (L/2, L)×(0, L),за жидкую границу принималась Гop = L/2×(0, L). По результа-
там предварительного расчета были заданы функции наблюдений , 
ξobs = ξp на Гop.

Для сравнения были проведены расчеты в области Ω1/2  на те же  = 6 часов, 
причем в Расчете I для учета открытой границы Гop был использован алгоритм (4)–
(6), а в Расчете II был использован алгоритм (8)–(10). В Расчетах I, II ассимиляция 
производилась на каждом шаге по времени, начиная с первого шага. Был выбран 
следующий критерий остановки: итерационный алгоритм завершался, как только 
функционал на следующей итерации оказывался больше, чем на предыдущей, при 
этом значения граничной функции брались с предыдущей итерации. Параметр ре-
гуляризации был задан как α = 10–5. 

Похожий твин-эксперимент был проведен в разделе 3.2 работы (Шелопут, 
2021), однако условия эксперимента принципиально различаются. В эксперименте 
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из работы (Шелопут, 2021) параметр Кориолиса был нулевым, дно – плоским, а 
правая часть, характеризующая атмосферное воздействие – ненулевой. В настоя-
щей работе l ≠ 0,  а изменение решения во времени происходит из-за наличия 
значительного градиента в функции рельефа дна. Также, в отличие от работ (Шело-
пут, 2021; Агошков, Лёзина, Шелопут, 2020), в экспериментах, результаты которых 
представлены ниже, параметры водного бассейна максимально близки к параме-
трам реальной морской акватории, тогда как в (Шелопут, 2021; Агошков, Лёзина, 
Шелопут, 2020) основной целью была проверка доказанных теорем сходимости, 
выбор параметров регуляризации в экспериментах с шумом в данных.

На рис. 1а представлен уровень моря ξp по результатам предварительного расчета 
на момент времени 5 ч 30 мин от начала расчета, на рис. 1в – уровень моря по резуль-
татам Расчета I для того же момента времени, на рис. 1г – уровень моря по результатам 
Расчета II. Эти распределения можно сравнить с представленным на рис. 1б уровнем 
моря по результатам расчета без ассимиляции. Из рисунков видно, что алгоритмы ре-
шения задачи для случаев I, II качественно воспроизводят уровень моря, полученный 
в референтном расчете. Тем не менее, для сравнения алгоритмов требуется дать коли
чественную оценку их эффективности. Были введены следующие величины: 

	 	
(15)

	 	
(16)

Подсчет интегралов в формулах (15), (16) производился на сетке по методу 
прямоугольников, а в качестве ξ, , ξp,  выступали соответствующие сеточные 
функции.

На рис. 2а представлена зависимость величины diffξ от времени для расчета 
без ассимиляции (сплошная линия), Расчета I (точки) и Расчета II (пунктир), а на 
рис. 2б – зависимость величины  от времени для расчета без ассимиляции 
(сплошная линия), Расчета I (точки) и Расчета II (пунктир). Из рисунков видно, что 
при использовании ассимиляции на каждом шаге по времени в случаях I, II средняя 
ошибка на 2 порядка меньше, чем при расчете без ассимиляции, более того, расчет 
с ассимиляцией уровня дает лучший результат.

В реальных практических задачах имеются две существенных особенности, 
которые не учтены в Расчетах I, II. Во-первых, реальные данные наблюдений име-
ются далеко не в каждый момент времени. Во-вторых, в реальных данных имеются 
ошибки, в том числе, может присутствовать «шум». Для сравнения были прове-
дены Расчеты  III, IV в области Ω1/2   на те же  =  6  часов, причем в Расчете  III 
для учета открытой границы Гop был использован алгоритм (4)–(6), а в Расчете IV 
был использован алгоритм (8)–(10). В отличие от Расчетов I, II ассимиляция про-
изводилась на каждом втором шаге по времени, начиная с первого шага. Критерий 
остановки был выбран таким же, как и в Расчетах I, II.
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а

в

б

г

Рис. 1. Значения уровня моря (см) на жидкой границе для t = 5 ч 30 мин; 
a – предварительный расчет; б – расчет без ассимиляции; в – расчет с использованием 

ассимиляции уровня (Расчет I); г – расчет с использованием ассимиляции 
скорости (Расчет II)

а б

Рис. 2. Зависимость величин diff от времени (сплошная линия – расчет без ассимиляции; 
точки – Расчет I; пунктир – Расчет II);  

а – зависимость diffξ(t); б – зависимость (t) 
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На рис. 3а представлена зависимость величины diffξ от времени для расчета 
без ассимиляции (сплошная линия), Расчета III (штрих-пунктир) и Расчета IV (пун-
ктир), а на рис. 3б – зависимость величины  от времени для расчета без асси-
миляции (сплошная линия), Расчета  III (штрих-пунктир) и Расчета  IV (пунктир). 
Из рисунков видно, что при использовании ассимиляции на каждом втором шаге 
по времени ошибка значительно выше, чем в Расчетах I, II, тем не менее, расчет с 
ассимиляцией уровня по-прежнему дает лучший результат.

На рис. 4а, б представлены значения уровня моря ξ (см) и первого компонента 
скорости (см/с), соответственно на жидкой границе для t = 45 мин по результатам 
Расчета III, а на рис. 4в, г – значения уровня моря ξ (см) и первого компонента ско-
рости  (см/с), соответственно на жидкой границе для t = 45 мин по результатам 
расчета IV. На рис. 4а–г сплошной линией обозначены результаты предваритель-
ного расчета, пунктиром – результаты расчета без ассимиляции, штрих-пунктиром 
или точками – результаты Расчетов III, IV на последней итерации. 

В случае, когда данные наблюдений содержат «шум», можно использовать 
дополнительную регуляризацию, так, как это сделано в Главе 3 работы (Шелопут, 
2021) и в работе (Дементьева, Карепова, Шайдуров, 2013). В работе (Шелопут, 2021) 
было показано, что в эксперименте с «зашумленными» данными метод восстанов-
ления граничной функции по данным о скорости показал лучшее соответствие с 
точным решением, чем метод восстановления граничной функции по данным об 
уровне. Однако, заметим, что в численном эксперименте из работы (Шелопут, 
2021) пространственный масштаб был на 3 порядка меньше, глубина была посто-
янна и параметр Кориолиса был нулевым. В настоящей работе также был проведен 
эксперимент с «шумом»: был «сгенерирован» шум N(y) (математическое ожидание 
0, дисперсия 0,1), а потом один и тот же шум был применен к данным наблюдений 
по правилу Iobs = Iobs(1 + N), ξobs = ξobs(1 + N). Ассимиляция производилась каждые 5 
шагов по времени, начиная с 50-го шага. На рис. 5а, б представлены зависимости 
величин diffξ,  от времени для расчета без ассимиляции (сплошная линия), 
расчета с ассимиляцией зашумленных данных об уровне (штрих-пунктир) и расче-

а б
Рис. 3. Зависимость величин diff от времени (сплошная линия – расчет без ассимиляции; 

штрих-пунктир – Расчет III; пунктир – Расчет IV); 
а – зависимость diffξ(t); б – зависимость (t)
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та с ассимиляцией зашумленных данных о скорости (пунктир). Из рисунков видно, 
что в данном эксперименте результат с ассимиляцией данных об уровне в среднем 
несколько лучше, чем при использовании ассимиляции данных о скорости.

а б

в г
Рис. 4. а – значения уровня моря ξ (см) на жидкой границе для t = 45 мин для Расчета III; 

б – значения скорости  (см/с) на жидкой границе для t = 45 мин для для Расчета 
III; в – значения уровня моря ξ (см) на жидкой границе для t = 45 мин для Расчета IV; 

г – значения скорости  (см/с) на жидкой границе для t = 45 мин для Расчета IV. 
Сплошная линия – предварительный расчет; пунктир – расчет без ассимиляции;  

штрих-пунктир/точки – результаты Расчетов III, IV на последней итерации

а б
Рис. 5. Зависимость величин diff от времени (сплошная линия – расчет без ассимиляции; 
штрих-пунктир – ассимиляция зашумленных данных об уровне; пунктир – ассимиляция 

зашумленных данных о скорости); а – зависимость diffξ(t); б – зависимость (t)
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Заключение

Таким образом, в данной работе была рассмотрена задача о восстановлении 
неизвестной функции в граничном условии на открытой границе для линеаризо-
ванной системы уравнений мелкой воды. Были сформулированы два алгоритма 
восстановления неизвестной функции с использованием ассимиляции данных об 
уровне и скорости. Было проведено сравнение алгоритмов в тестовом численном 
твин-эксперименте. По результатам эксперимента метод восстановления гранич-
ной функции по данным об уровне показал лучшее соответствие с точным решени-
ем, чем метод восстановления граничной функции по данным о скорости. При этом 
результаты численных экспериментов, полученные в настоящей работе, не проти-
воречат полученным в работе (Шелопут, 2021), поскольку условия и параметры 
экспериментов принципиально различны. Автор предполагает, что на результаты 
экспериментов этой работы особенно значимое влияние оказало наличие большого 
градиента в функции глубины H(x, y) в области, где значения  и ξ менялись наибо-
лее интенсивно. Глубина моря H входит в функционалы Jα(ds, ), Jα(ds, ξ), поэтому 
она играет роль «весовой» функции. Возможно, для случаев с большими перепада-
ми глубины моря на открытой границе требуется переформулировать функционал 
Jα(ds, ), для того, чтобы алгоритм ассимиляции данных о скорости работал более 
эффективно.
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The problems of modeling hydrothermodynamics of particular sea and coastal areas are 
of  current interest, since the results of this modeling are often used in many applications. 
One of the methods allowing to take into account open boundaries and bring the simulation 
results closer to real data is the variational assimilation of observational data. In this paper the 
following approach is considered: it is supposed that there are observational data at a certain 
moment in time; the problem is considered as an inverse problem, in which the functions 
of fluxes across the open boundary are treated as additional unknowns. Comparison of methods 
for reconstructing unknown functions in boundary conditions at an open boundary using sea 
level and velocity observational data in a number of numerical experiments for a region of 
a simple shape is carried out.

Keywords: variational data assimilation, modeling of marine systems, open 
boundaries, satellite altimetry, barotropic velocities, numerical methods, inverse 
problems
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