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Приводятся теоретические основы линейной теории волн Кельвина и Пуанкаре в 
однородном океане под ледяным покровом. Лед полагается тонкой упругой пластиной 
постоянной толщины с постоянными значениями модуля Юнга, коэффициентов 
Пуассона и сжатия. Считается, что нормальная скорость на дне равна нулю, на нижней 
границе льда выполнены линеаризованные кинематическое и динамическое условия. 
Найдены и проанализированы явные решения для волн Кельвина и Пуанкаре, а также 
соответствующие им дисперсионные уравнения. Задача изучается в терминах общей 
теории волн без приближения гидростатики.
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Введение

Теоретическое описание волновых движений в океане с учетом рельефа дна, 
береговых границ, вращения Земли и стратификации вод является классической 
проблемой геофизической гидродинамики. Однако в большинстве широко извест-
ных монографий по волнам в океане (Ле Блон, Майсек, 1981; Гилл, 1986; Лайтхилл, 
1981; Педлоски, 1984) нет даже упоминания о возможном влиянии ледяного покро-
ва на такие волны. Вероятно, это связано с тем, что для корректного учета ледяного 
покрова требуется привлечение не только гидродинамических подходов, но и мето-
дов теории упругости, что существенно затрудняет исследования.

Постановка задачи и основные уравнения теории

Рассмотрим на вращающейся Земле заполненный однородной жидкостью 
канал постоянной глубины constz H= − = , ограниченный прямолинейными бере-
гами: 0y =  и y L= . Будем полагать, что сверху канал покрыт льдом постоянной 
толщины h. Ось z  направлена вертикально вверх, ось x  совпадает с линией берега 

0y = , ось y  направлена по нормали к берегу в сторону открытого моря. Линеари-
зованная система уравнений имеет вид (Pedlosky, 2003): 

 

∂u
∂t

− f v = − 1
ρ w

∂P
∂ x

,
 

(1)
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∂v
∂t

+ f u = − 1
ρ w

∂P
∂ y
;, (2)

 ∂w
∂t

= − 1
ρ w

∂P
∂ z
;, (3)

 
∂u
∂ x

+ ∂v
∂ y

+ ∂w
∂ z

= 0;, (4)

где u, v – компоненты горизонтальной скорости вдоль осей x и y соответственно;  
w – вертикальная скорость; P – отклонение давления от гидростатического,  
ρw = const – плотность воды;  f = const – параметр Кориолиса.

Уравнения (1)–(4) стандартной процедурой (Pedlosky, 2003) сводятся к одно-
му уравнению для давления P(x, y, z, t):

 

∂ 2ΔP
∂t 2

+ ∂ 2

∂t 2
+ f 2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
∂ 2P
∂ z 2

= 0 , (5)

где Δ = ∂ 2 / ∂ x 2 + ∂ 2 / ∂ y 2.  На берегах (которые будем полагать отвесными), нор-
мальная составляющая скорости равна нулю, то есть:

 
v

y=0, L
= 0 . (6)

На дне выполняется условие непротекания жидкости, которое в рассматриваемом 
случае постоянной глубины океана имеет вид:

 
0

z H
w

=−
= . (7)

На нижней кромке льда 0z =  выполняются линеаризованные кинематическое:

 

∂η
∂t = w

 (8)
и динамическое:

 P − gρ w η = Pa  (9)
условия, где η = η(x, y,t) – прогиб ледяной поверхности (под прогибами, в соот-
ветствии с теорией тонких пластин и оболочек (Тимошенко, Войновский-Кригер, 
2009), понимаются перемещения в вертикальном направлении точек срединной по-
верхности   положительных, если они направлены вверх), g  – ускорение свободно-
го падения, ( , , )a aP P x y t=  – давление непосредственно на границе вода–лед.

Необходимое в дальнейшем выражение для прогиба η(x, y,t)  через давление 

0z
P

=
 на нижней границе льда найдем из уравнения (3) и кинематического условия 

(8). Тогда:

 

∂ 2 η
∂t 2

= − 1
ρ w

∂P
∂ z

z=0

.  (10)

Будем моделировать лед лежащей в горизонтальной плоскости тонкой упру-
гой пластиной постоянной толщины h. Из уравнений для свободных колебаний 
такой пластины находим давление aP  на нижней границе льда (Ландау, Лифшиц, 
1965; Liu, Mollo-Christensen, 1988):
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1
ρ w
Pa =P η,  (11)

где P = BΔ 2 +QΔ + M ∂ 2 / ∂t 2  и: 

 
B = E h 3

12(1− s 2 )ρ w
, Q = K h

ρ w
, M =

ρ I h
ρ w

. (12)

Здесь B – коэффициент цилиндрической жесткости (или жесткости при изгибе) 
льда, E – модуль Юнга, s – коэффициент Пуассона, K – коэффициент сжатия льда, 
ρ I = const  – плотность льда. Слагаемые, пропорциональные B, M и Q, возникают 
соответственно из-за упругих свойств льда; сил инерции и сил сжатия–растяжения, 
действующих на ледяной покров. 

Необходимо отметить, что числовые значения  механических характеристик 
морского льда – модуля упругости льда* (модуля Юнга) E и сжатия K – известны 
с небольшой точностью. Приведем характерные значения этих величин для льда 
(Liu, Mollo-Christensen, 1988): E = 6·109 Н/м2, s = 0.3, K = 106 Н/м2, rw= 1025 кг/м3,   
rI = 0.9rw. При толщине льда 1h =  м: 55 10B ≈ ⋅  м5/с2, 310Q ≈  м3/с2, 0.9M =  м.

Из (11) и динамического условия (9) имеем:

 
P

z=0
= ρ w g +P( )η . (13)

Отсюда в силу (10) получаем единственное граничное условие на нижней по-
верхности льда:

 

∂ 2P
∂t 2

+ g +P( ) ∂P∂ z
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥
z=0

= 0 . (14)

Условия на берегах (6) и дне (7) следующим образом выражаются через от-
клонение P  давления от гидростатического:

 

2

0,

0
y L

P Pf
y t x =

 ∂ ∂− = ∂ ∂ ∂ 
,  (15)

 

 

0
z H

P
z =−

∂ =
∂ . (16)

Таким образом, необходимо решить уравнение (5) при граничных условиях 
(14)–(16).

Будем искать решение задачи (5), (14)–(16) в виде плоской волны, распростра-
няющейся вдоль оси x :

* В дальнейшем под модулем упругости льда будем понимать его динамическое (а не статическое) 
значение, определяемое, например, по данным о скоростях продольных и поперечных изгибно-гра-
витационных волн в ледяном покрове. Динамический модуль упругости является фундаментальной 
физической характеристикой льда, он необходим для численной оценки механического поведения 
морского ледяного покрова при динамических нагрузках, время воздействия которых значительно 
меньше 1 с.
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P(x, y, z,t) = e i(k x−ω t ) p( y, z) .
Тогда для амплитуды ( , )p y z  получаем следующее уравнение:

 
ω 2 − f 2( ) ∂

2 p
∂ z 2

+ω 2 ∂ 2 p
∂ y 2

− k 2 p
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= 0   (17)

и граничные условия:

 g + B ∂ 2

∂ y 2
− k 2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2

+Q ∂ 2

∂ y 2
− k 2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
− Mω 2

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
∂ p
∂ z −ω

2 p
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪z=0
= 0 , (18)

 0
z H

p
z =−

∂ =
∂

,  (19)

 ω ∂ p
∂ y

+ k f p⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ y=0, L

= 0 . (20)

Волны Кельвина в полуплоскости

Рассмотрим сначала более простой случай волн Кельвина в полуплоскости 
0 y≤ < ∞ , то есть когда ширина канала L → ∞  (Музылев, Цыбанева 2012). Разде-
ляя переменные в уравнении (17) и учитывая условие на дне (19), получим:

 p( y, z) = ae −µ y ch λ (H + z)⎡⎣ ⎤⎦ ,  (21)

где consta =  – амплитуда волны Кельвина. Постоянные m > 0 и l, согласно уравне-
нию (17), связаны соотношением:

 ω 2 − f 2( )λ 2 +ω 2 µ 2 − k 2( ) = 0 . (22)

Из условия на берегу y = 0 (20) и соотношения (22) находим:

 µ = f k /ω ; λ = k , (23)

следовательно, p( y, z) = ae − f k /ω( ) y ch k (H + z)⎡⎣ ⎤⎦ . Условие (18) дает дисперсион-
ное уравнение для волн Кельвина в полуплоскости с учетом ледяного покрова:

 
ω 2 = g K (ω, k) k th k H( ) , (24)

где:

 

g K (ω, k) = g + Bk 4 ω2 − f 2

ω2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2

−Qk 2 ω 2 − f 2

ω 2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
− Mω 2

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

. (25) 

Как видно из (25), влияние ледяного покрова в дисперсионном уравнении (24) 
для волн Кельвина описывается тремя слагаемыми, стоящими в квадратной скобке.

Для длинных ( 1k H  ) низкочастотных (ω≪ f , ω≪ g M ) волн получа-
ем: ω 2 ≈ cK

2 k 2 , где Kc  – корень уравнения:

 
cK
6 − g − Mω2( )H cK4 −QH f 2cK2 − BH f 4 = 0 . (26)

В силу теоремы Декарта о корнях многочленов (согласно которой число по-
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ложительных корней многочлена с действительными коэффициентами либо равно 
числу перемен знаков в ряду его коэффициентов, либо на четное число меньше 
(Курош, 1959)) уравнение (26) имеет ровно один положительный корень 2

Kc . Для 
реальных значений параметров с большой точностью:

cK
2 ≈ g H +

f 2 B f 2 +Qg H( )
g 2 H −Q f 2

≈ g H ,

поэтому в низкочастотном пределе ледяной покров практически не оказывает вли-
яния на фазовую скорость длинных волн Кельвина. 

Для высокочастотных волн Кельвина (ω≫ f ) ситуация меняется: дисперси-
онное уравнение для них перестает зависеть от параметра Кориолиса и с большой 
точностью может быть записано в виде: 

 
ω 2 = g + Bk 4 −Qk 2 − Mω 2( ) k th k H( ) . (27)

Другими словами, дисперсионное уравнение для высокочастотных волн 
Кельвина совпадает с дисперсионным уравнением для изгибно-гравитационных 
волн. (Музылев, 2010). Заметим, что из (21) и (23) следует равенство нулю нормаль-
ной берегу скорости n(x, y, z, t) всюду в рассматриваемой области. Этот результат 
совпадает с аналогичным выводом для классических волн Кельвина.

Волны Пуанкаре 

Рассмотрим теперь канал конечной ширины L . Разделяя переменные в урав-
нении (17) (λ2  – параметр разделения) и  учитывая условие на дне (19), получим:

 
p( y, z) = a 1 sinνy + a 2 cosνy( )ch λ (H + z)⎡⎣ ⎤⎦ , (28)

где 1a  и 2a  – постоянные, зависимость между которыми определяется из гранич-
ных условий. Параметры n и l связаны соотношением: 

 
ω2 − f 2( )λ2 −ω2 ν2 + k 2( ) = 0 . (29)

Условия на берегу (20) и соотношение (29) дают необходимое условие суще-
ствования нетривиальных решений:

 
ω2 − f 2( ) λ2 − k 2( )sinνL = 0 .  (30)

Следовательно, возможны три случая: I – ω = ± f . II – sin nL = 0. III – l = ±k.
Рассматривая исходную систему уравнений (1)–(4), можно показать, что в пер-

вом случае нет никаких нетривиальных решений, за исключением решения с един-
ственным волновым числом, для которого это решение совпадает с волной Кельвина.

Во втором случае nL = np, n = 1, 2, ...  (при 0n =  в силу (28) давление не за-
висит от координаты y, удовлетворить условиям (20) на обоих берегах становится 
невозможным, поэтому 0n =  исключается из рассмотрения). Из (29):
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λ n
2 =

ω n
2

ω n
2 − f 2

k 2 + n
2π 2

L2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

,   1, 2, ...n = . (31)

Условие на нижней границе вода–лед (18) дает дисперсионное уравнение для волн 
Пуанкаре при учете ледяного покрова:

 
ω n
2 = g P(ωn , k, n)λ n th λ n H( ) ,   1, 2, ...n = , (32)

где:

 

g P(ωn , k, n) = g + B k 2 + n
2π2

L2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2

−Q k 2 + n
2π2

L2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
− Mω n

2
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

. (33)

В приближении длинных волн дисперсионное уравнение (32) принимает вид:

 
ω n

2 = g P(ω n , k, n)Hλ n
2 ,   1, 2, ...n = , (34)

или, в силу (31):

 
ω n
2 = f 2 + g P(ωn , k, n)H k 2 + n

2π 2

L 2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

,   1, 2, ...n = . (35)

Рассмотрим теперь третий случай λ = ± k . Из соотношения (29) имеем 
ν = ± i f k /ω . Естественно тогда искать решение в виде:

 
p( y, z) = b1 e

−µ y+ b 2 e
µ y( )ch λ (H + z)⎡⎣ ⎤⎦ , (36)

где µ = ± f k /ω . Из условия на берегу (20) при 0y =  находим:

 
p( y, z) = b ωµ + k f( )e −µ y+ ωµ − k f( )e µ y⎡⎣ ⎤⎦ch λ (H + z)⎡⎣ ⎤⎦ , (37)

где b  – произвольная постоянная. Нетрудно проверить, что при любом выборе зна-
ка константы m нормальная берегу составляющая скорости n тождественно равна 
нулю во всей полосе, поэтому условие при y L=  выполняется автоматически.

Выводы

Ледяной покров существенно влияет на характеристики волн Кельвина и Пу-
анкаре в области коротких волн (десятки и первые сотни метров), где эти волны 
ведут себя как упругие волны в пластине на упругом основании, для длинных же 
волн (тысяча и более метров) его роль незначительна.

Результаты получены в терминах общей теории волн под ледяным покровом 
без использования приближения гидростатики.

Работа выполнена в рамках темы 0149-2019-0002 Госзадания.
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This work presents theoretical foundations of Kelvin and Poincare waves in the homogeneous 
ocean under an ice cover. The ice is considered as thin elastic plate of uniform thickness, 
with constant values of Young’s modulus, Poisson’s ratio, density, and compressive stress. 
The boundary conditions are such that the normal velocity at the bottom is zero, and at 
the undersurface of the ice the linearized kinematic and dynamic boundary conditions are 
satisfied. We present and analyze explicit solutions for the Kelvin and Poincare waves and the 
dispersion equations. The problem is examined in the context of a unified theory and without 
the hydrostatic assumption.

Keywords: ice cover, Kelvin and Poincare waves

References

Gill A. Dinamika atmosfery i okeana (Atmosphere-Ocean Dynamics). Vol. 2, Per. s angl., Moscow: 
Mir, 1986, 416 p.

Kurosh A.G. Kurs vysshei algebry (Higher Algebra). Moscow: Nauka, 1965. 431 p.
Landau L.D. and Lifshitz E.M. Teoriya uprugosti (Theory of Elasticity). Moscow: Nauka, 1965, 

204 p.



79

Океанологические исследования. 2019. Том 47. № 3. С. 72–79

Le Blon P. and Mysak L. Waves in the Ocean. Elsevier, 1978, 480 p.
Lighthill J. Volny v zhidkostyah (Waves in Fluids), Moscow: Mir, 1981, 600 p.
Liu A.K. and Mollo-Christensen E. Wave propagation in a solid ice pack. J. Phys. Oceanogr., 

1988, Vol. 18, No. 11, pp. 1702–1712.
Muzylev S.V. Volny v okeane pod ledyanym pokrovom: osnovy teorii i model’nye zadachi (Waves 

in an ocean under the ice cover: foundation of theory and model problems). “Sovremennye 
problemy dinamiki okeana i atmosfery”, Moscow: “Triada LTD”, 2010, pp. 315–345. 

Muzylev S.V. and Tsybaneva T.B. Volny Kelvina v odnorodnom more pod ledyanym pokrovom 
(Kelvin Waves in Homogeneous Sea under Ice Cover). Vestnik MVTU im. N.E. Baumana. 
Ser. “Estestvennye nauki“, Specvypusk, 2012, No. 4, pp. 149–157.

Pedlosky J. Geofizicheskaya gidrodinamika, (Geophysical Fluid Dynamics). Moscow: Mir, 1984, 
816 p.

Pedlosky J. Waves in the Ocean and Atmosphere. Springer, 2003, 264 p.
Timoshenko S.P. and Woinowsky-Krieger S. Theoriya plastinok i obolochek, (Theory of Plates 

and Shells). Moscow: Nauka, 1966, 636 p.


