
139

Океанологические исследования. 2019. Том 47. № 2. С. 139–171

УДК 551.465      DOI: 10.29006/1564-2291.JOR-2019.47(2).9    

ТЕНЗОРНЫЙ АНАЛИЗ ОСНОВНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
ОПЕРАТОРОВ ГИДРОДИНАМИКИ ОКЕАНСКИХ ДВИЖЕНИЙ В 
ОРТОГОНАЛЬНОЙ КРИВОЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЕ КООРДИНАТ

Каменкович В.М., Нечаев Д.А.

Университет Южного Миссисипи, Хаттиесбург, 39406, США
e-mail: Dmitri.Nechaev@usm.edu

Статья поступила в редакцию 15.04.2019, одобрена к печати 30.05.2019

Работа посвящена анализу тензорных соотношений в различных системах 
ортогональных криволинейных координат. Анализ таких формул позволяет 
выявить основные особенности ряда приближенных координатных систем, широко 
применяемых при анализе динамических процессов в океане. Статья состоит из двух 
частей. В первой части кратко излагаются основные  положения тензорного анализа, 
используемого  в дальнейшем во второй части. Во второй части рассматриваются 
различные формы векторных произведений, дивергенции вектора и симметричного 
тензора второго ранга, градиент скалярной функции, вихрь векторного поля, 
особенности тензора скоростей деформации, общий вид оператора Лапласа, свойства 
оператора набла, общие формы индивидуальной производной по времени скаляра и 
вектора. Для такого анализа выводятся формулы для соответствующих характеристик, 
выраженные через физические компоненты рассматриваемых тензоров.

Ключевые слова: тензорный анализ, ковариантная производная, символы 
Кронекера, Кристоффеля, Леви-Чивита, вихрь векторного поля, тензор скоростей 
деформации

1. Основы тензорного анализа
1.1 Общие положения

Наиболее просто основные дифференциальные операторы гидродинамики 
выглядят в прямоугольных декартовых координатах , ,x y z . Однако во многих ги-
дрофизических проблемах система прямоугольных декартовых координат оказыва-
ется не самой удобной, и мы вынуждены использовать криволинейные координаты, 
например, сферические координаты λ,ϕ ,r  При этом переход от , ,x y z  координат к  
λ,ϕ ,r  требует довольно громоздких преобразований. 

Сформулированную в общем заголовке задачу удобнее всего решать, пред-
ставляя дифференциальные операторы в тензорном виде и используя основные по-
ложения тензорного анализа. Мы изложим эти положения очень кратко в разделах  
1.2–1.10. Более детальное изложение см., например, Кочин (1951); McConnell 
(1957); Корн, Корн (1973, гл. 6 и 16); Каменкович (1973, Приложение). Мы приве-
дем большие отрывки из Корн, Корн (1973) в адаптированном виде.
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Тензор определяется совокупностью своих компонент, число которых зависит 
от ранга тензора. Простейшие примеры тензоров: скаляры (ранг = 0) и векторы 
(ранг = 1). Важнейшее свойство тензоров – независимость тензорных соотношений 
от выбора системы координат: если тензорное соотношение справедливо в какой-то 
системе координат, то оно будет справедливо и в любой другой системе координат, 
полученной из исходной системы путем некоторого непрерывного преобразования. 
Именно в силу этого свойства, тензорные соотношения идеально подходят для фор-
мулировки физических соотношений.

В дальнейшем мы подробно остановимся на выводе формул, выражающих 
тензорные соотношения в различных системах ортогональных криволинейных ко-
ординат. Мы выразим такие формулы через коэффициенты Ламе (масштабные мно-
жители), что позволит нам наиболее простым образом сформулировать основные 
соотношения в псевдо-сферической системе координат, широко применяемой при 
анализе динамических процессов в океанологии.

1.2 Локальные базисы; контравариантные и ковариантные компоненты 
вектора; соглашение о суммировании

Будем рассматривать трехмерное пространство, в котором положение каждой 
точки определяется тремя числами (координатами xα ). Условимся писать индекс 
a   у пространственных координат наверху (не путать со степенью!).  Индекс a мо-
жет иметь любое из значений 1, 2, 3. Линии, вдоль которых меняется лишь одна из 
координат xα , называются координатными линиями. Если координатные  линии 
рассматриваются совместно, то говорят о системе координат. Если в системе коор-
динат все координатные линии являются прямыми и координатные линии попарно 
перпендикулярны, то говорят о декартовой (Cartesian) системе координат (см. Корн, 
Корн, 1973; гл. 2). Если координатные линии попарно перпендикулярны (но не обя-
зательно являются прямыми), то говорят об ортогональной системе координат. В 
общем случае говорят о криволинейных координатах.

Пример. Сферическая система координат состоит из долготы l −π ≤ λ < π ), 
широты ϕ  (−π / 2 ≤ϕ ≤ π / 2 ) и расстояния от центра Земли r. Чтобы придать общ-
ность изложению, будем обозначать: 

λ = x1 ,      ϕ = x2 ,     3r x= .
Полезны следующие легко проверяемые соотношения:  

3 2 1cos cosx x x x= ,  3 2 1cos siny x x x= ,  3 2sinz x x= ,

1 arctg yx
x

= ,     2 arcsin zx
r

= ,     3 2 2 2x x y z= + + .
Пусть , ,x y z – произвольные декартовы координаты. Формулы (1):

 xα = xα (x, y, z);  α = 1,2,3 , (1)

определяют криволинейные координаты xα . Пусть O – фиксированная точка. Рас-
смотрим некоторую точку M (xα )  и ее радиус-вектор OM . Вектор:
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eα = ∂OM

∂xα
 (2)

направлен, как известно, по касательной к координатной линии xα  в точке M. Со-
гласно (2), каждая координатная система xα порождает в точке M тройку векторов 

1 2 3, ,e e e , образующих локальный базис в точке M . Компоненты aα вектора a отно-
сительно базиса eα  называются контравариантными:

 a = a1e1 + a
2e2 + a

3e3 = a
αeα . (3)                    

Примем соглашение, что если в одночлене один и тот же индекс встречается 
дважды (один раз вверху и один раз внизу), то написанное обозначает сумму одноч-
ленов при значениях этого индекса 1, 2, 3 (см. для примера соотношение (3)). От-
метим что, обозначение индекса, по которому производится суммирование, может 
быть изменено, следовательно, aαeα  и aβeβ  это одинаковые выражения.

С базисом eα  в точке M связан сопряженный базис eα , векторы которого 
определяются как:

 

1 2 3

1 2 3( )
e ee
e e e

×= ,    2 3 1

1 2 3( )
e ee
e e e

×= ,    3 1 2

1 2 3( )
e ee
e e e

×= , (4)

где eα × eβ – правое векторное произведение, 1 2 3( )e e e  – правое смешанное  произве-
дение. Заметим, что eα  выражаются через eα формулами, аналогичными (4).

Рассмотрим скалярное произведение eα  и eβ . Очевидно, что:

 eα ⋅e
β = eβ ⋅eα = δα

β ,      (5)

где δ – символ Кронекера δα
β = 0  при  α ≠ β  и δα

β = 1  при α = β .
Компоненты aα  вектора a относительно базиса eα  называются ковариант-

ными:

 a = aαe
α .   (6)

Заметим, что в силу (5) ковариантные компоненты aα  вектора a могут быть 
получены как:

a ⋅eα = aβe
β ⋅eα = aβδα

β = aα .
Следовательно:

 aα = a ⋅eα .   (7)     

Таким же образом, компоненты aα  вектора a  относительно базиса eα  (контрава-
риантные компоненты) могут быть получены как:

 a ⋅eα = aβeβ ⋅e
α = aβδβ

α = aα  или  aα = a ⋅eα . (8)
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1.3 Определение тензора 

В общем случае мы имеем исходную систему координат:

 xα = (x1,x2 ,x3),  α=1,2,3      (1)
и преобразованную систему координат:

 xα = (x 1,x 2 ,x 3), α=1,2,3 . (2)
Заметим, что значения переменных в преобразованной системе координат обозна-
чаются чертой сверху. Преобразование координат определяется соотношениями:

 xα = xα (x1,x2 ,x3) , α=1,2,3 .    (3)

Будем считать, что обратное преобразование координат:

 xα = xα (x 1,x 2 ,x 3) , α=1,2,3   (4)
существует и единственно.

Рассмотрим вектор a в точке M . Его компоненты aα  , α=1,2,3 или aβ , β=1,2,3  
зависят от определённой системы координат. Но сам вектор   не зависит от этого 
выбора и, следовательно:

 a = aαeα = aα eα  .   (5)

Найдем связь между векторами локальных базисов eα и eβ :

 
eα = ∂OM

∂xα
= ∂OM

∂xβ
∂xβ

∂xα
= ∂xβ

∂xα
eβ .  (6)

Умножая скалярно обе части (6) на вектор a  и используя (1.2; 7 и 8) для базисов eα
и eβ , получим:

 
aα = ∂xβ

∂xα
aβ .  (7)

Как мы видим, векторы базиса eα и ковариантные компоненты aα вектора a преоб-
разуются по одному и тому же закону с невырожденной матрицей преобразования 
с элементами Aα

β = ∂xβ

∂xα
:

 eα = Aα
βeβ ; (8a)

и
 aα = Aα

βaβ . (8б)

Преобразование контравариантных компонент aα  вектора a может быть получено 
из соотношения (5):

 aα eα = aβeβ   (9)
при помощи (6):

 
aα Aα

νeν = a
βeβ .   (10)

Умножая скалярно справа обе части (9) на вектор eγ  и используя (1.2; 5), получим: 

 aα Aα
γ = aγ    (11a)

или
 aα = (Aα

γ )−1aγ . (11б)
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Так как ∂x
β

∂xα
∂xα

∂xγ
= δγ

β , (Aα
γ )−1 = ∂xα

∂xγ
.  Мы  обнаружили, что контравариантные ком-

поненты aβ  вектора a преобразуются по закону:

 
aα = ∂xα

∂xβ
aβ .   (12)

Отметим, что дифференцирование соотношения (3): 

 
dxα = dxα (x1,x2 ,x3) = ∂xα

∂xβ
dxβ  (13)

показывает, что контравариантные компоненты aβ  вектора a преобразуются по 
тому же закону что и длины бесконечно малых смещений вдоль координатных ли-
ний dxβ . Мы нашли объяснение названиям «ковариантный» (преобразуется так же 
как базисные векторы eα , сравните формулы (6), (7)) и «контравариантный» (пре-
образуется не так как базисные векторы eα , сравните формулы (6), (12)).

Мы видим, что вектор a  характеризуется тем, что совокупность его компо-
нент (контравариантных или ковариантных) преобразуется при переходе от систе-
мы  координат xα  к системе координат x β  согласно формулам (7 или 12). Верно 
и обратное: если в каждой системе координат определена тройка чисел, преобра-
зующаяся при переходе от одной системы координат к другой согласно формулам  
(7 или 12), то эта тройка чисел может рассматриваться в качестве компонент неко-
торого вектора, поскольку в силу (9):

 aαeα = a β eβ .    
Таким образом, фундаментальное свойство инвариантности вектора относительно 
выбора системы координат удается выразить через его компоненты, каждый из ко-
торых зависит, естественно, от выбора той или иной системы координат.

Понятия скаляра и вектора в физике являются основными. Однако ограни-
читься только ими не удается. Например, из гидродинамики известно, что вектор 
поверхностной силы F , действующей на произвольную площадку в точке M , ли-
нейно и однородно зависит от вектора нормали n к этой площадке. В системе коор-
динат xα это можно записать как:

 Fα = p⋅β
α ⋅nβ , (14)

где p⋅β
α ⋅  совокупность девяти чисел,  индексы в которой расставлены так, чтобы со-

гласовываться с индексами у векторов nβ  и Fα . Символ « ⋅ » ставится там, где от-
сутствуют значения соответствующих индексов. Для упрощения обозначений при-
мем соглашение, что символы « ⋅ » могут быть опущены:

 
pβ
α ≡ p⋅β

α  ⋅

, (15)
где подразумевается, что верхние индексы предшествуют нижним.

Поскольку характер связи между F и n не зависит от выбора системы коорди-
нат, совокупность девяти чисел pβ

α  преобразуется при переходе от системы коорди-
нат xα к системе координат xα как внешнее произведение некоторого контравари-
антного и некоторого ковариантного вектора, которые преобразуются независимо 
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друг от друга. Мы можем использовать тогда  формулы (7) и (12) и получить:

 pν
µ = ∂x µ

∂xα
∂xβ

∂xν
pβ
α . (16)

В книге McConnell (1957; chapter II; subsections 7 и 8) показано, что изложенный 
подход дает правильный результат и в общем случае.

Верно и обратное: если хотя бы в одной системе координат зависимость век-
тора F  от вектора n  линейна и однородна, а совокупность чисел pβ

α  преобразуется 
при переходе от одной системы координат к другой по только что выписанному 
закону, то линейный и однородный характер связи этих векторов, не зависит от вы-
бора конкретной системы координат.

Общее определение тензора произвольного ранга и типа строится по анало-
гии с (16). Будем говорить, что задан, например, тензор Q⋅γ

αβ ≡ Q ⋅ ⋅ γ
αβ  ⋅  третьего ранга, 

два раза контравариантный и один раз ковариантный, если для всех точек, описы-
ваемых системой координат xα , определена совокупность упорядоченных 27 чисел 
преобразующаяся при переходе от системы координат xα к системе координат xα

по закону:

 
Q ⋅ ⋅ ν

κµ  ⋅ = ∂xκ

∂xα
∂x µ

∂xβ
∂xγ

∂xν
Q ⋅ ⋅ γ

αβ  ⋅ . (17)

В дальнейшем будем ссылаться на соотношение (17) как на закон преобразо-
вания компонент тензора любой природы. Очевидно, что скаляры и векторы явля-
ются тензорами.

Остановимся более подробно на роли индексов в определении типа тензора. 
По определению тензор (обозначаемый, например, буквой Q ) – это совокупность 
функций от 1 2 3, ,x x x . Каждая такая функция называется компонентой тензора Q . Для 
определения типа тензора вводятся индексы, записываемые в каждой компонен-
те наверху (число таких верхних индексов обозначается буквой r ) и внизу (число 
таких нижних индексов обозначается буквой s ). Сумма  r s+  называется рангом 
тензора R  ( R r s= + ). Каждый индекс пробегает значения 1, 2, 3. 

Вводится соглашение о суммировании (см. обсуждение (1.2; 4)). В выражении  

AikBk
k=1

3

∑ = Ci знак суммы опускается  (если нет указания об обратном) и выражение

AikBk  воспринимается как AikBk
k=1

3

∑ . Индексы (верхние и нижние) разбиваются на 

свободные (встречающиеся только вверху или только внизу) и немые (встречаю-

щиеся дважды, один раз наверху и один раз внизу).  В этом примере немой индекс 

k  встречается дважды, (один раз наверху и один раз внизу). В производной вида 
k

a
x

∂
∂  индекс k  считается нижним. Обозначение любого немого индекса может быть 

изменено. Например: 
ik ij

k jA B A B= .
Тип тензора определяется числом и расстановкой индексов. Учтем, что в раз-
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вернутых обозначениях (например, Q ⋅ β
α  ⋅ ) на каждой вертикали пишется не более 

одного индекса. Порядок следования индексов является существенным, так что  
Q ⋅β

α

 и Q β
 ⋅ α , вообще говоря, различны.

1.4 Метрический тензор; физические компоненты тензора

Базисы eα  и eα порождают в точке M две важные симметрические матрицы 
mαβ  и mαβ  (α – номер строки, β  – столбца):

 
mαβ = eα ⋅eβ ,  mαβ = eα ⋅eβ  (1)

Матрица mαβ  называется метрическим или фундаментальным тензором. Из опре-
деления (1) и (1.2; 5) следует, что:

 mαγmγβ = δβ
α . 

Нетрудно показать, что mαβ  является тензором. Действительно, из определе-
ния (1) матрицы mαβ и формулы (1.3; 6) следует закон преобразования mαβ : 

 
mµν = eµ ⋅ eν =

∂xα

∂x µ eα ⋅
∂xβ

∂xν
eβ =

∂xα

∂x µ
∂xβ

∂xν
eα ⋅eβ =

∂xα

∂x µ
∂xβ

∂xν
mαβ , (2)

что свидетельствует о тензорном характере mαβ  (см. определение тензора (1.3;15)).
Наряду с локальным базисом eα  рассмотрим нормированный базис 1 2 3, ,u u u :

   

 
1 1 2 2 3 31/2 1/2 1/2

11 22 33

1 1 1,  ,  
( ) ( ) ( )m m m

u e u e u e= = = , (3)

где все uα – единичные векторы. Компоненты âα  вектора a относительно uα  назы-
ваются физическими:

 
a = âαuα

α=1

3

∑ ,  (4)
где

 
1/2 1 1/2 2 1/2 3

1 11 2 22 3 33ˆ ˆ ˆ( ) ,  ( ) ,  ( )a m a a m a a m a= = = . (5)
Аналогично определяются физические компоненты любого контравариантного 
тензора. Например:

 
1/2 11 1/2 12

11 11 11 12 11 22ˆ ˆ( ) ,  ( ) ,  c m m c c m m c = =  (6)
Если у тензора есть нижние индексы, то надо перейти к ассоциированному тензору 
(см. раздел 1.5), имеющему только верхние индексы и использовать формулы типа (6).

В случае ортогональных криволинейных координат вводятся коэффициенты 
Ламе 1 2 3, ,h h h  (длины векторов ортогонального локального базиса): 

 1 11 2 22 3 33,  ,  h m h m h m= = = . (7)

Для сферических координат имеем, например:

 h1 = r cos(ϕ ),  h2 = r,  h3 = 1. (8)
Согласно (1) и (7),  в случае ортогональных криволинейных координат:

 mαβ = 0   при α ≠ β ;  mαβ = hα
2

 при α = β , (9)



146

Каменкович В.М., Нечаев Д.А.

 mαβ = 0   при α ≠ β ;  mαβ = 1
hα
2

 
при α = β , (10)

 m = det[mαβ ]= h1
2h2
2h3
2 ,  (11)

где det  – сокращение от английского термина определитель (determinant). Верхние 
индексы коэффициентов Ламе в (9)–(11) означают степени.

1.5 Поднятие и опускание индексов. Ассоциированные тензоры

Контравариантный вектор ia и ковариантный вектор ia  называются ассоции-
рованными, если их компоненты связаны в каждой точке следующими соотноше-
ниями:

 
k ik

ia a m=  и, следовательно,  k
i ika m a= . (1)

Действительно,

 ( )ik i k i k k k
i i ia m a a ae e e e a e= ⋅ = ⋅ = ⋅ = , (2)

 ( )k k k
i ik i k i k ia m a a ae e e e a e= = ⋅ = ⋅ = ⋅ . (3)

Аналогично, для того чтобы получить тензор, ассоциированный  данному тен-
зору 1 2

1 2

r

s

i i i
k k kA 



 следует, по определению, поднять индекс k посредством умножения на 
kjm или опустить индекс i посредством умножения на jim . Так, результат поднятия 

индекса 2k в 1 2

1 2

r

r

i i i
k k kA 



записывается следующим образом:

  1 2 2 1 2

1 3 1 2

   ...  
  ...  

r r

s s

i i i j jk i i i
k k k k k kA m A 

 

⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = . (4)      

Более подробно см. Корн, Корн (1973; 16.7–3).
Соответствие между ассоциированными тензорами устанавливает между 

ними отношение эквивалентности, разбивающее множество всех тензоров на клас-
сы эквивалентных тензоров, не имеющих общих элементов. Поэтому компоненты 
всех тензоров, ассоциированных тензору A , рассматриваются как различные ана-
литические представления тензора A . 

В частности, компоненты ka и ia , связанные соотношениями (2) или (3), мож-
но интерпретировать, как контравариантные и ковариантные составляющие одного 
и того же вектора a относительно локального базиса, связанного с данной системой 
координат. Напомним, что

 
k i

k ia aa e e= = . 
Рассмотрим тензор Qβ

α ≡ Q ⋅β
α  ⋅ . Наряду с ним можно рассматривать следующие 

тензоры:

 Qαβ ≡ Q ⋅ ⋅
αβ = mαγQ γ  ⋅

 ⋅β ,  Qαβ ≡ Qαβ
⋅ ⋅ = mαγQ ⋅β

γ  ⋅,  Qα  ⋅
⋅ β = mβγQαγ

⋅ ⋅ .  

Все тензоры  Qβ
α , Qαβ , Qαβ , Qα  ⋅

⋅ β , по-существу, являются различными пред-
ставлениями одной и той же физической характеристики. Если ограничиться пря-
моугольными декартовыми координатами, то различие между этими тензорами 
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исчезает. Очевидно, что класс таких тензоров может быть образован для любого 
исходного тензора.

1.6 Наиболее распространенные типы тензоров

Ниже приведена таблица тензоров наиболее распространенного типа, осно-
ванная на законе преобразования их компонент. Эта таблица является адаптирован-
ной таблицей 16.2–1 из (Корн, Корн; 1973).

Таблица 1. Наиболее распространенные типы тензоров.

Тип тензора
Компоненты в 

системе координат 
1 2 3, ,x x x

Компоненты в системе  
координат 1 2 3, ,x x x

1. Скаляр (тензор ранга 0)            
0R r s= = = 1 2 3( , , )a x x x 1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , )a x x x a x x x=

2. Контравариантный 
вектор (тензор ранга 1)  

1,  0R r s= = =
1 2 3( , , )ia x x x

k
k i

i

x
a a

x
∂

=
∂

3. Ковариантный вектор (тен-
зор ранга 1) 1,  0R s r= = = 1 2 3( , , )ia x x x

i

k ik
xa a
x

∂=
∂

 

4. Контравариантный тензор 
ранга 2 2,  0R r s= = =

1 2 3( , , )ikA x x x

j h
jh ik

i k
x xA A
x x

∂ ∂=
∂ ∂

 

5. Ковариантный тензор ранга 
2 2,  0R s r= = =

1 2 3( , , )ikA x x x
i k

jh ikj h
x xA A
x x

∂ ∂=
∂ ∂

6. Смешанный тензор ранга 2 
2,  1R r s= = =

1 2 3( , , )k
iA x x x

i j
j k

h ih k
x xA A
x x

∂ ∂=
∂ ∂

Вывод формул 4–6. таблицы 1. обсуждался в разделе 1.3 (см. обсуждение форму-
лы (1.3; 16)).  Преобразования тензоров второго ранга в разделах 4, 5, 6 таблицы 1 
определены на основе представления этих тензоров в виде внешнего произведения 
векторов, рассмотренных в разделах 2, 3 этой таблицы (например, ik i kA a b= ). 

Признак тензора. Пусть известно, что при произвольном тензоре Bβγ  соотно-
шение: 

 Aβγ
α Bβγ = Cα  (4)

всегда дает некоторый тензор Cα . Тогда Aβγ
α

 также будет тензором.

 (см. вывод 1.3; 10)

 (см. вывод 1.3; 7)
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1.7 Допустимые операции

Перечислим операции с тензорами, результат которых снова дает тензоры.
1. Сложение тензоров A  и B  одного и того же ранга и типа дает тензор, ком-

поненты которого в некоторой координатной системе (и, следовательно, в каждой  
координатной системе) равны суммам соответствующих компонент тензоров A и B .

2. Свертывание – операция, которая может быть применена к смешанному 
тензору. Например, задан тензор 1 2

1 2

r

s

i i i
k k kA 



. Выберем какой-нибудь верхний индекс и 
какой-нибудь нижний индекс и просуммируем все компоненты с совпадающими 
значениями этих индексов, то полученные суммы  будут компонентами нового тен-
зора, 1r −  раз контравариантного и 1s −  ковариантного.

3. Произведением C AB=  (внешним) двух тензоров A  и B , определяемых 
компонентами 1 2

1 2

r

s

i i i
k k kA 



 и 1 2

1 2

p

q

j j j
h h hB 



, называется тензор с компонентами 1 21 2

1 2 1 2

pr

s q

j j ji i i
k k k h h hC 



 

=
1 2

1 2

r

s

i i i
k k kA 



1 2

1 2

p

q

j j j
h h hB 



.  
4. Если произведение двух тензоров A  и B можно свернуть таким образом, 

что в каждом из слагаемых один или несколько верхних индексов компоненты 
1 2

1 2

r

s

i i i
k k kA 



 будут совпадать с  одним или несколькими нижними индексами компонен-
ты 1 2

1 2

p

q

j j j
h h hB 



, то полученные суммы  будут служить компонентами нового тензора 
(называемого внутренним произведением тензоров A и B ). 

1.8 Ковариантное дифференцирование тензора

Рассмотрим тензорное поле и изучим вопрос об изменении тензора при пере-
ходе из тoчки M  в близкую тoчку 'M . Прежде всего найдем изменение векторов 
локального базиса:  

 

∂eα
∂xβ

= ∂2OM
∂xα ∂xβ

= Γαβ
γ eγ . . (1)

Это соотношение определяет новый объект Γαβ
γ , называемый символом Кристоф-

феля второго рода. Из (1) следует, что:

 Γαβ
γ = Γβα

γ . (2)
Для Γαβ

γ  можно получить следующую формулу:

 
Γαβ

γ = 1
2
mγκ ∂mκα

∂xβ
+
∂mκβ

∂xα
−
∂mαβ

∂xκ
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
.  (3)

Отсюда нетрудно найти закон преобразования для Γαβ
γ

 и показать, что Γαβ
γ

 не явля-
ется тензором.  

Итак, при переходе в точку M '(xα + dxα )  локальный базис изменяется и ста-
новится равным: 

 
′eα = eα + deα = eα +

∂eα
∂xβ

dxβ = eα + Γαβ
γ eγ dx

β ,  

или, используя матрицу преобразования A⋅ α
β (см. 1.3; 8а и 1.3; 11):

 ′eα = A⋅ α
β eβ ,    (4)

где: 



149

Океанологические исследования. 2019. Том 47. № 2. С. 139–171

 A ⋅ α
β = δ  ⋅ α

β + Γκα
β dxκ .  (5)

Так как матрица преобразования A⋅ α
β  не вырождена:

 eα = B⋅ α
β ′eβ  (6)

где матрица преобразования B = A−1с точностью до членов линейных относитель-
но dxα , может быть записана как:

 B⋅ α
β = δ  ⋅ α

β − Γκα
β dxκ  (7)

Обратимся теперь к решению основной задачи и рассмотрим для примера 
тензор Q ⋅β

α  ⋅ . Как сравнить между собой значения Q ⋅β
α  ⋅(M )  и Q ⋅β

α  ⋅( ′M ) ? Трудность 
сравнения вызвана тем, что алгебраические операции можно выполнять только над 
тензорами, заданными в одной и той же точке.

Поступим следующим образом. Перенесем базис  1 2 3, ,e e e′ ′ ′  параллельно себе 
из точки 'M  в точку M и вместе с базисом “перенесем” сам тензор Q ⋅β

α  ⋅( ′M ) . Ины-
ми словами, в точке M  мы рассматриваем новый базис ′eα  и заданный в этом ба-
зисе тензор ′Q ⋅β

α  ⋅(M ) , компоненты которого равны компонентам Q ⋅β
α  ⋅( ′M )  Теперь 

оба тензора ′Q ⋅β
α  ⋅(M )  и Q ⋅β

α  ⋅(M )  заданы уже в одной и той же точке, но в разных 
базисах, и их можно сравнивать, предварительно записав в одном и том же базисе. 
Обозначая компоненты ′Q ⋅β

α  ⋅(M )  в базисе eα  через !Q ⋅β
α  ⋅ , и учитывая, что при пре-

образовании из базиса ′eα  в базис eα  ковариантные компоненты преобразуются 
матрицей B, а контравариантные компоненты преобразуются матрицей A, имеем 
(см. 1.3;17):

 
!Q ⋅ β
α  ⋅(M ) = A⋅ µ

α B⋅ β
ν ′Q  ⋅ ν

µ  ⋅(M ) = δ  ⋅ µ
α + Γκµ

α dxκ( ) δ  ⋅ β
ν − Γκβ

ν dxκ( ) ′Q  ⋅ ν
µ  ⋅(M ) .

 (8)
Отбрасывая квадратичные относительно dxκ  члены, получим:

 
!Q ⋅ β
α  ⋅(M ) = ′Q  ⋅ β

α  ⋅ + Γκµ
α ′Q ⋅ β

µ  ⋅  dxκ − Γκβ
γ ′Q ⋅ γ

α  ⋅  dxκ  (9)

и, так какQ ' ⋅ β
α  ⋅ = Q ⋅ β

α  ⋅ +
∂Q ⋅ β

α  ⋅

∂xλ
dxλ , окончательно имеем:

 
!Q ⋅ β
α  ⋅ = Q ⋅ β

α  ⋅ +
∂Q ⋅ β

α  ⋅

∂xλ
dxλ + Γκµ

α Q ⋅ β
µ  ⋅  dxκ − Γκβ

γ Q ⋅ γ
α  ⋅  dxκ . (10)

Назовём теперь абсолютным дифференциалом тензора Q ⋅ β
α  ⋅   тензорDQ ⋅ β

α  ⋅  :

 
DQ ⋅ β

α  ⋅ = !Q ⋅ β
α  ⋅ −Q ⋅ β

α  ⋅ =
∂Q ⋅ β

α  ⋅

∂xκ
+ Γκγ

α Q ⋅ β
γ  ⋅  − Γκβ

γ Q ⋅ γ
α  ⋅  

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ dx

κ .
 (11)

В силу тензорного признака (см. (1.6; 4)) совокупность:

 
∇κQ ⋅ β

α  ⋅ =
∂Q ⋅ β

α  ⋅

∂xκ
+ Γκγ

α Q ⋅ β
γ  ⋅  − Γκβ

γ Q ⋅ γ
α  ⋅

 (12)

будет тензором; она называется ковариантной производной тензора Q ⋅ β
α  ⋅ .
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Легко проверить, что совокупность ∂Q ⋅ β
α  ⋅

∂xκ
 не является тензором. Дело в том, 

что при переходе к близкой точке на изменение самой совокупности накладывается 

еще и  изменение, обусловленное выбором определенной системы координат (изме-

нение базиса eα  от точки к точке зависит, разумеется, от выбора системы коорди-

нат).  Благодаря введению дополнительных членов в (11) и (12) с множителями Γκγ
α

удается, как мы показали, выделить инвариантную часть изменения Q ⋅ β
α  ⋅ . 

Очевидно, что для скаляра q  ковариантная производная есть просто:

 
∇κq =

∂q
∂xκ

. (13)

Для контравариантных компонент qα вектора q :

 
∇κq 

α =
∂q 

α

∂xκ
+ Γκγ

α qγ . (14а)

Для ковариантных компонент qα вектора q :

 
∇κqα =

∂qα  

∂xκ
− Γκα

γ qγ . (14б)

В общем случае можно показать, что (см. McConnell, 1957; стр. 145, формула (13); 
стр147, формула (16): 

 
∇κQ ⋅ … ⋅ β1…βs

α1…αr  =
∂Q ⋅ … ⋅ β1…βs

α1…αr  

∂xκ
+ Γκγ

α1Q ⋅ ⋅ … ⋅ β1…βs

γα2…αr  +…+ Γκγ
αrQ ⋅ … ⋅    ⋅ β1…βs

α1…αr−1γ  

                                               −Γκβ1

γ Q ⋅ … ⋅ γβ2…βs

α1…αr  −…− Γκβs
γ Q ⋅ … ⋅ β1…βs−1γ

α1…αr  
 (15)

Отметим, что для каждого верхнего индекса (например, α j ) составляется дополни-
тельный член со знаком  плюс типа:

 
Γκγ

α jQ ⋅ … ⋅…⋅ β1…βs

α1…γ…αr  , (16a)
а для каждого нижнего индекса (например, β j ) – дополнительный член со знаком 
минус типа:

 
Γκβ j

γ Q ⋅ … ⋅ β1…γ…βs

α1…αr  . (16б)
Общее число таких дополнительных членов равно рангу тензора Q. Отметим так-
же, что у тензора ковариантной производной число нижних индексов и ранг увели-
чиваются на единицу.

1.9 Символы Кристоффеля

Смотри  (Корн, Корн 1973; раздел 16.10–3, стр. 512; МcConnell 1957; Ch. X11, 
p. 155). 

1. Символами Кристоффеля первого рода, ,[ ; ] ij pij p = Γ , называются следую-
щие функции координат 1 2 3, ,x x x :
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,

1[ ; ]
2

ip jp ij
ij p j i p

m m m
ij p

x x x
∂ ∂ ∂ 

= Γ = + − ∂ ∂ ∂ 
. (1)

Ограничимся ортогональными координатами, для которых 0ijm = , если i j≠ .
Приведем таблицу 2, рассчитанную с учетом 0ijm = , если i j≠ .

2. Символами Кристоффеля второго рода{ }r r
ij ij= Γ  называются следующие 

функции координат:

Таблица 2. ,ij pΓ  для ортогональных координат 1 2 3, ,x x x . 

11 11 11 11
11,1 1 1 1 1

1 1[11;1]
2 2

m m m m
x x x x

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= Γ = + − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

11 21 12 11
12,1 2 1 1 2

1 1[12;1]
2 2

m m m m
x x x x

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= Γ = + − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

31 1311 11
13,1 3 1 1 3

1 1[13;1]
2 2

m mm m
x x x x

∂ ∂∂ ∂⎛ ⎞= Γ = + − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

21 21 22 22
22,1 2 2 1 1

1 1[22;1]
2 2

m m m m
x x x x

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= Γ = + − = −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

31 2321
23,1 3 2 1

1[23;1] 0
2

m mm
x x x

∂ ∂∂⎛ ⎞= Γ = + − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

31 31 33 33
33,1 3 3 1 1

1 1[33;1]
2 2

m m m m
x x x x

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= Γ = + − = −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

12 12 11 11
11,2 1 1 2 2

1 1[11;2]
2 2

m m m m
x x x x

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= Γ = + − = −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

12 22 12 22
12,2 2 1 2 1

1 1[12;2]
2 2

m m m m
x x x x

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= Γ = + − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

32 1312
13,2 3 1 2

1[13;2] 0
2

m mm
x x x

∂ ∂∂⎛ ⎞= Γ = + − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

22 22 22 22
22,2 2 2 2 2

1 1[22;2]
2 2

m m m m
x x x x

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= Γ = + − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

32 2322 22
23,2 3 2 2 3

1 1[23;2]
2 2

m mm m
x x x x

∂ ∂∂ ∂⎛ ⎞= Γ = + − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

32 32 33 33
33,2 3 3 2 2

1 1[33;2]
2 2

m m m m
x x x x

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= Γ = + − = −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

13 13 11 11
11,3 1 1 3 3

1 1[11;3]
2 2

m m m m
x x x x

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= Γ = + − = −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

13 23 12
12,3 2 1 3

1[12;3] 0
2

m m m
x x x

∂ ∂ ∂⎛ ⎞= Γ = + − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

13 33 13 33
13,3 3 1 3 1

1 1[13;3]
2 2

m m m m
x x x x

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= Γ = + − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

23 23 22 22
22,3 2 2 3 3

1 1[22;3]
2 2

m m m m
x x x x

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= Γ = + − = −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

23 33 23 33
23,3 3 2 3 2

1 1[23;3]
2 2

m m m m
x x x x

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= Γ = + − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

33 33 33 33
33,3 3 3 3 3

1 1[33;3]
2 2

m m m m
x x x x

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= Γ = + − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
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 ,{ } [ ; ]r r rp rp
ij ij ij pm m ij p= Γ = Γ = . (2)

Используя (1), получим для ортогональных координат 1 2 3, ,x x x  таблицу 3.

Таблица 3. r
ijΓ  для ортогональных координат 1 2 3, ,x x x  

1 11 11 11
11 1

1
[11;1]

2
m

m m
x

∂
Γ = =

∂
 

1 11 11 11
12 2

1
[12;1]

2
m

m m
x

∂
Γ = =

∂
 

1 11 11 11
13 3

1
[13;1]

2
m

m m
x

∂
Γ = =

∂
 

1 11 11 22
22 1

1
[22;1]

2
m

m m
x

∂
Γ = = −

∂
 

1 11
23 [23;1] 0mΓ = =  

1 11 11 33
33 1

1
[33;1]

2
m

m m
x

∂
Γ = = −

∂
 

2 22 22 11
11 2

1
[11;2]

2
m

m m
x

∂
Γ = = −

∂
 

2 22 22 22
12 1

1
[12;2]

2
m

m m
x

∂
Γ = =

∂
 

2 22
13 [13; 2] 0mΓ = =  

2 22 22 22
22 2

1
[22;2]

2
m

m m
x

∂
Γ = =

∂
 

2 22 22 22
23 3

1
[23;2]

2
m

m m
x

∂
Γ = =

∂
 

2 22 22 33
33 2

1
[33;2]

2
m

m m
x

∂
Γ = = −

∂
 

3 33 33 11
11 3

1
[11;3]

2
m

m m
x

∂
Γ = = −

∂
 

3 33
12 [12;3] 0mΓ = =  

3 33 33 33
13 1

1
[13;3]

2
m

m m
x

∂
Γ = =

∂
 

3 33 33 22
22 3

1
[22;3]

2
m

m m
x

∂
Γ = = −

∂
 

3 33 33 33
23 2

1
[23;3]

2
m

m m
x

∂
Γ = =

∂
 

3 33 33 33
33 3

1
[33;3]

2
m

m m
x

∂
Γ = =

∂
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1.10 е – символы (символы Леви-Чивита)

Определим сначала δ  – символы Кронекера ранга 2 6R r= = , компоненты  
которого задаются следующим образом:

1. δ k1k2k3
i1i2i3 = +1  или –1 если все верхние и все нижние индексы 1 2 3, ,i i i  различны, 

и система нижних  индексов 1 2 3, ,k k k  получена соответственно четным или нечет-
ным числом транспозиций из системы верхних индексов.

2. δ k1k2k3
i1i2i3 = 0 для всех других комбинаций верхних и нижних индексов.

Особенно важную роль играют δ – символы Кронекера ранга 2:

 
δ k
i =

0,  i ≠ k
1,  i = k

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
. (1)

Символ считается кососимметричным  (антисимметричным) по какой либо 
паре верхних или какой либо паре нижних индексов, например, 1j  и 2j , если:

 1 2 3 1 2 3( , , , , ) ( , , , , )R RQ j i j k j j Q j k j i j j = = = − = = , (2)

для всех значений 3, , , , Ri k j j  от 1 до 3.
Символ считается абсолютно антисимметричным по всем индексам, если он 

антисимметричен по любой паре верхних и по любой паре нижних индексов. Каж-
дый  δ – символ Кронекера абсолютно антисимметричен. Все  δ – символы Кроне-
кера ранга 3,  2 6r R r> = >  равны нулю.  

е – символы Леви-Чивита определяются следующими формулами:

 eijk = δ123
ijk     и   eijk = δ ijk

123 . (3)

1. 0ijke = , 0ijke =  если среди индексов , ,i j k  имеются хотя бы два одинаковых.
2. 1ijke = , 1ijke =  если упорядоченная система индексов , ,i j k отличается от 1, 

2, 3 четным числом транспозиций.
3. 1ijke = − , 1ijke = −   если упорядоченная система индексов , ,i j k отличается 

от 1, 2, 3 нечетным числом транспозиций.  

2. Определение основных дифференциальных операторов
2.1 Произведение векторов

Хорошо известно, что в прямоугольной декартовой системе координат x, y, z 
с базисом , ,x y ze e e  вводятся:

1. скалярное произведение двух векторов ( , , )x y za a aa =  и ( , , )x y zb b bb =  как:

 x x y y z za b a b a ba b⋅ = + + ; (1)         
2. векторное  произведение (правое) двух векторов: 

  ( )x y z z ya b a ba b× = − ,  
  ( ) y z x x za b a ba b× = − , (2)
 ( )z x y y xa b a ba b× = − . 
Определение (2) можно формально переписать как:
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1 2 3

1 2 3

x y z

a a a
b b b

e e e
a b b a× = = − ×

, 
где • = det •( )  обозначает определитель матрицы.

3. Правое смешанное произведение трех векторов , , ( , , )x y zc c ca b c = :

  ( )
x y z

x y z

x y z

a a a
b b b
c c c

a b c⋅ × = , (3)

где предполагается, что векторы , ,a b c  образуют правую тройку.  
В общем случае произвольных координат xα = xα (x, y, z);  α = 1,2,3  с локаль-

ным базисом 1 2 3, ,e e e  имеем следующие определения:
1. Скалярным произведением двух векторов называется скаляр:

 1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , )i k k i ik
ik k i i km x x x a x x x b x x x a b a b m a ba b b a⋅ = = = = = ⋅ . (4)

2. Векторным произведением a b×  двух векторов называется вектор c  с ком-
понентами (определения символов ijke или ijke , см. раздел 1.10):

  1 1 1 ( )
2

k ijk ijk
i j i j j ic e a b e a b a b

m m
= = −  (5а)

или
  1  ( )

2
i j ijk i j j i

k ijkc m e a b m e a b a b= = − , (5б)
где m – определитель матрицы mαβ  (см. раздел 1.4). Формулы (5 а,б) можно фор-
мально переписать как:

 

1 2 3
1 2 3

1 2 3
1 2 3

1 2 3
1 2 3

1 a a a m a a a
m b b b b b b

e e e e e e
a b b a× = = = − × . 

3. Смешанное произведение трех векторов [ ]abc  определяется следующим 
образом:

 

1 2 3
1 2 3

1 2 3
1 2 3

1 2 3
1 2 3

1 1[ ] ( )  ijk i j k
i j k ijk

a a a a a a
b b b m b b b e a b c m e a b c

m mc c c c c c
abc a b c= ⋅ × = = = = . (6)

В частности:
  1 2 3 1[ ]

m
e e e = ,  1 2 3[ ] me e e = . 

Вводя физические компоненты векторов a и b (см. раздел 1.4): 

 
2 2 2

11 1 22 2 33 3,  ,  m h m h m h= = = , 

 
a1 =

â1

h1

,  a2 =
â2

h2

,  a3 =
â3

h3

, 

и аналогично для вектора b , имеем:
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1. Произвольная ортогональная криволинейная система координат 1 2 3, ,x x x  
согласно (4):
  1 1 2 2 3 3

11 22 33 1 1 2 2 3 3
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆm a b m a b m a b a b a b a ba b⋅ = + + = + + . (7а)

2. Сферическая система координат λ,ϕ ,r ; h1 = r cos(ϕ ),  h2 = r,  h3 = 1:

 a ⋅b = âλ b̂λ + âϕ b̂ϕ + ârb̂r . (7б)
3. Псевдо – сферическая система координат, λ,ϕ , z ; h1 = r0 cos(ϕ ),  h2 = r0 ,  h3 = 1:

 a ⋅b = âλ b̂λ + âϕ b̂ϕ + âzb̂z . (7в)

Здесь и далее мы вводим в рассмотрение термин псевдо – сферическая систе-
ма координат. Так обозначена система координат в книге (Mueller 2006), в которой 
r в коэффициентах Ламе в сферической системе координат заменяется постоянным 
значением 0r . Это приближение было впервые указано Н. Филлипсом (Phillips 1966; 
см. также  обсуждение в Veronis 1968). 

В случае с векторным произведением a b×  имеем: 
1. Произвольная ортогональная криволинейная система координат:

  1 2 3 3 2
ˆ ˆˆ ˆ ˆc a b a b= −  

  2 3 1 1 3
ˆ ˆˆ ˆ ˆc a b a b= −  (8а)        

   3 1 2 2 1
ˆ ˆˆ ˆ ˆc a b a b= − . 

2. Сферическая система координат: 
 ĉλ = âϕ b̂r − ârb̂ϕ  
 ĉϕ = ârb̂λ − âλ b̂r  (8б)        

   ĉr = âλ b̂ϕ − âϕ b̂λ . 
3.  Псевдо – сферическая система координат:

 ĉλ = âϕ b̂z − âzb̂ϕ  
 ĉϕ = âzb̂λ − âλ b̂z  (8в)        
   ĉz = âλ b̂ϕ − âϕ b̂λ . 

В случае правого смешанного произведения [ ]abc  (см. Корн, и Корн (1973; 
таблица 16.8–11):

 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ( )
ˆ ˆ ˆ

a a a

b b b
c c c

a b c⋅ × = . (9)

Приведенные формулы (1)–(9) по определению представляют тензоры. Важно, что 
при переходе в систему прямоугольных декартовых координат, соблюдая все тен-
зорные правила и считая 1 2 3 1h h h= = = , мы получаем в точности формулы (1)–(3). 
Это подтверждает справедливость общих тензорных формул.
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2.2  Дивергенция  вектора

В прямоугольных декартовых  координатах x, y, z  дивергенция вектора а равна:

 div yx zaa a
x y z

a
∂∂ ∂= + +

∂ ∂ ∂
, (1)

где , ,x y za a a – компоненты вектора a по осям  x, y, z. Очевидно, что в тензорной 
форме, пригодной в произвольной системе координат 1 2 3, ,x x x , разумно положить:

 diva = ∇αa
α . (2) 

Напишем сначала выражение для ковариантной производной вектора aα : 

 
∇βa

α =
∂aα

∂xβ
+ Γκβ

α aκ . (3) 

Свертывая это выражение по α ,β , имеем:

 
 

∇αa
α =

∂aα

∂xα
+ Γκα

α aκ =
∂a1

∂x1
+
∂a2

∂x2
+
∂a3

∂x3
+ Γ1α

α a1 + Γ2α
α a2 + Γ3α

α a3 . (4)

Далее с учетом таблицы 3 (раздел 1.9) в произвольной ортогональной криволиней-
ной системе координат:

 
 

Γ1α
α = 1

h1

∂h1
∂x1

+ 1
h2

∂h2
∂x1

+ 1
h3

∂h3
∂x1

=
∂lnh1
∂x1

+
∂lnh2
∂x1

+
∂lnh3
∂x1

=
∂ln(h1h2h3)

∂x1
= ∂ln( m)

∂x1
. (5)

Учитывая (4) и (5), получим:

 
 

∂a1

∂x1
+ Γ1α

α a1 =
∂a1

∂x1
+ 1
m

∂ m
∂x1

a1 = 1
m

∂( ma1 )
∂x1

, (6а) 

где 1 2 3m h h h=  (см. раздел 1.4). Подобные преобразования дают:

 
 

∂a2

∂x2
+ Γ2α

α a2 =
∂a2

∂x2
+ 1
m

∂ m
∂x2

a2 = 1
m

∂( ma2 )
∂x2

, (6б)

 

 

∂a3

∂x3
+ Γ3α

α a3 =
∂a3

∂x3
+ 1
m

∂ m
∂x3

a3 = 1
m

∂( ma3)
∂x3

. (6в)                            

Окончательно:

 
∇αa

α = 1
m

∂( maα )
∂xα

. (7)

Переходя к физическим компонентам вектора а (см. раздел 1.4), получим:
1. В произвольной ортогональной криволинейной системе координат 1 2 3, ,x x x :

 2 3 1 1 3 2 1 2 3
1 2 3

1 2 3

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )1div h h a h h a h h a
h h h x x x

a ∂ ∂ ∂ = + + ∂ ∂ ∂ 
. (8а)

 
2. В сферической системе координат (λ,ϕ ,r ; h1 = r cos(ϕ ),  h2 = r,  h3 = 1):

 diva =
∂âλ

r cosϕ ∂λ
+ 1
r cosϕ

∂(âϕ cosϕ )
∂ϕ

+ 1
r 2

∂(ârr
2 )

∂r
. (8б)
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3. В псевдо–сферической системе координат (λ,ϕ , z ; h1 = r0 cos(ϕ ),  h2 = r0 ,  h3 = 1):
  
 diva =

∂âλ
r0 cosϕ ∂λ

+ 1
r0 cosϕ

∂(âϕ cosϕ )
∂ϕ

+
∂âz
∂z

. (8в)                            

В прямоугольной декартовой системе координат мы получаем формулу (1).

2.3  Дивергенция симметрического тензора второго ранга

По определению дивергенция симметрического тензора второго ранга Div aαβ равна:

 Div aαβ = ∇αa
αβ . (1)

Выпишем сначала выражение для ковариантной производной aακ  (см. раздел 1.8):

 
∇βa

ακ =
∂aακ

∂xβ
+ Γ pβ

α apκ + Γ pβ
κ aα p . (2)

Свертывая по индексамα ,β , имеем:

 
bκ = ∇αa

ακ =
∂aακ

∂xα
+ Γ pα

α apκ + Γ pα
κ aα p . (3)

Можно показать, что в произвольной ортогональной системе координат (см. 
2.2; 5 и 6):

 

∂aακ

∂xα
+ Γ pα

α apκ = 1
m

∂( maακ )
∂xα

.
 

(4)
Далее получим:

 
bκ = 1

m
∂( maακ )

∂xα
+ Γ pα

κ aα p , (5)
где
   
aαβΓαβ

κ = a11Γ11
κ + a12Γ12

κ + a21Γ21
κ + a13Γ13

κ + a31Γ31
κ + a22Γ22

κ + a32Γ32
κ + a23Γ23

κ + a33Γ33
κ . (6)

Мы предполагаем выразить окончательную формулу через физические ком-
поненты тензора aαβ . Для этого надо внести 2

1h под знак производной*. Используем 
следующие тождественные соотношения:

 

11 2 11
11 1 1

11 2 1 2 1
1 1

( ) ( )1 1 1 12ma h h maa h
x h x h xm m

∂ ∂ ∂+ =
∂ ∂ ∂

, (7) 

 

12 2 12
12 1 1

122 2 2
1

( ) ( )1 1 12ma h maa
x h xm m

∂ ∂+ Γ =
∂ ∂

, (8) 

 

31 2 31
31 1 1

313 2 3
1

( ) ( )1 1 12ma h maa
x h xm m

∂ ∂+ Γ =
∂ ∂

, (9) 

при выводе которых мы приняли во внимание симметричность тензора aαβ и соот-

* В отличие от других переменных верхний индекс у h равен степени, в которую возводится h.
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ношение (5). С учетом таблицы 3 (раздел 1.9), имеем:

b1 = 1
m

∂( maα1)
∂xα

+ Γ pα
1 aα p = 1

h1
2

1
m

∂(h1
2 ma11)
∂x1

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
+ 1
m

∂(h1
2 ma12 )
∂x2

+ 1
m

∂(h1
2 ma13)
∂x3                                                             

 
−h1

2 ∂lnh1
∂x1

a11 − h2
2 ∂lnh2

∂x1
a22 − h3

2 ∂lnh3
∂x1

a33
⎫
⎬
⎭

.
 (10)

Определим 2b ,

 
b2 = 1

m
∂( maα 2 )

∂xα
+ Γ pα

2 aα p . (11) 

Чтобы ввести 2
2h под знак производной, используем следующие тождествен-

ные соотношения:

 

12 2 12
12 2 2

21 2 1 2 1
1 2

( ) ( )1 1 1 12ma h h maa h
x h x h xm m

∂ ∂ ∂+ =
∂ ∂ ∂

, (12)
 

 

22 2 22
22 2 2

222 2 2
2

( ) ( )1 1 12ma h maa
x h xm m

∂ ∂+ Γ =
∂ ∂

, (13)
 

 

1
m

∂( ma32 )
∂x3

+ 2a32Γ33
3 = 1

h2
2

1
m

∂(h2
2 ma32 )
∂x3

. (14)
 

Расписывая суммы в правой части (11) и используя (12) – (14), получим с уче-
том (5), симметричности тензора aαβ и таблицы 3 (раздел 1.9):

2 12 2 22 2 32
2 2 2 2

2 1 2 3
2

( ) ( ) ( )1 1 1 1h ma h ma h mab
h x x xm m m

 ∂ ∂ ∂= + + ∂ ∂ ∂

   
 2 11 2 22 2 3331 2

1 2 32 2 2

lnln ln hh hh a h a h a
x x x

∂∂ ∂ − − − ∂ ∂ ∂ 
. (15)

Определим 3b :

 
b3 = 1

m
∂( maα 3)

∂xα
+ Γ pα

3 aα p . (16) 

Чтобы ввести 2
3h  под знак производной, используем следующие тождествен-

ные соотношения:

 

2 1313
13 3 3

31 2 1 2 1
3 3

( )( )1 1 1 12 h h mama a h
x h x h xm m

∂ ∂∂ + =
∂ ∂ ∂

, (17) 

 

2 2323
23 2 3

232 2 2
3

( )( )1 1 12 h mama a
x h xm m

∂∂ + Γ =
∂ ∂

, (18) 

 

2 3333
33 3 3

333 2 3
3

( )( )1 1 12 h mama a
x h xm m

∂∂ + Γ =
∂ ∂

. (19) 

Расписывая суммы в правой части (16) и используя (17)–(19), получим с учетом (5), 
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симметричности тензора aαβ и таблицы 3 (раздел 1.9):
2 13 2 23 2 33

3 3 3 3
2 1 2 3
3

( ) ( ) ( )1 1 1 1h ma h ma h mab
h x x xm m m

 ∂ ∂ ∂= + + ∂ ∂ ∂
                

 2 11 2 22 2 3331 2
1 2 33 3 3

lnln ln hh hh a h a h a
x x x

∂∂ ∂ − − − ∂ ∂ ∂ 
. (20)

Собирая вместе формулы (10 ), (15), (20 ) и переходя к физическим компонен-
там, получаем с учетом (3) формулы для b̂κ  в произвольной ортогональной криво-
линейной системе координат 1 2 3, ,x x x :

 
b̂κ = 1

hκ

1
h1h2h3

∂
∂xα

h1h2h3hκ
hα

âκα
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
− âαα

∂lnhα
∂xκ

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪α=1

3

∑ . (21)

Имеем также:
1. Сферическая система координат (λ,ϕ ,r ; h1 = r cos(ϕ ),  h2 = r,  h3 = 1):

 
∇αa

ακ!( )
λ
=

∂âλλ
r cosϕ ∂λ

+ 1
r cos2ϕ

∂(âλϕ cos
2ϕ )

∂ϕ
+ 1
r3

∂(r3âλr )
∂r

, (22а)
   

 
∇αa

ακ!( )
ϕ
=

∂âϕλ
r cosϕ ∂λ

+ 1
r cosϕ

∂(âϕϕ cosϕ )
∂ϕ

+ 1
r3

∂(r3âϕr )
∂r

+
âλλ
r
tgϕ , (22б)

 
∇αa

ακ!( )
r
=

∂ârλ
r cosϕ ∂λ

+ 1
r cosϕ

∂(ârϕ cosϕ )
∂ϕ

+ 1
r 2

∂(r 2ârr )
∂r

−
âλλ + âϕϕ
r

.
 

(22в)

2. Псевдо-сферическая система координат (λ,ϕ , z ; h1 = r0 cos(ϕ ),  h2 = r0 ,  h3 = 1):

 ∇αa
ακ!( )

λ
=

∂âλλ
r0 cosϕ ∂λ

+ 1
r0 cos

2ϕ
∂(âλϕ cos

2ϕ )
∂ϕ

+
∂âλr
∂z

, (23а)

  ∇αa
ακ!( )

ϕ
=

∂âϕλ
r0 cosϕ ∂λ

+ 1
r0 cosϕ

∂(âϕϕ cosϕ )
∂ϕ

+
∂âϕr
∂r

, (23б)

 ∇αa
ακ!( )

z
=

∂ârλ
r0 cosϕ ∂λ

+ 1
r0 cosϕ

∂(ârϕ cosϕ )
∂ϕ

+
∂ârr
∂z

. (23в)

3. Декартовы прямоугольные координаты x, y, z. Все h равны и постоянны:

 

∇αa
ακ!( )

x

∇αa
ακ!( )

y

∇αa
ακ!( )

z

= ∂
∂x

â11
â21
â31

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

+ ∂
∂y

â12
â22
â32

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

+ ∂
∂z

â13
â23
â33

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

. (24)
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2.4  Градиент скалярной функции

По определению назовем ∇αa  градиентом скалярной функции а. С учетом 
(1.8; 13) имеем:

1. Произвольная ортогональная криволинейная координат ( 1 2 3, ,x x x ; 1 2 3, ,h h h ):

 
grad a!( )

α
= ∇α â
! = ∂â

hα ∂x
α . (1)

2. Сферическая система координат (λ,ϕ ,r ; h1 = r cos(ϕ ),  h2 = r,  h3 = 1):

 grad a!( )
λ
= ∂â
r cosϕ ∂λ

, (2а)

 grad a!( )
ϕ
= ∂â
r ∂ϕ

, (2б)

  grad a!( )
r
= ∂â
∂r

. (2в)

3. Псевдо-сферическая система координат (λ,ϕ , z ; h1 = r0 cos(ϕ ),  h2 = r0 ,  h3 = 1):

 grad a!( )
λ
= ∂â
r0 cosϕ ∂λ

, (3а)

 grad a!( )
ϕ
= ∂â
r0 ∂ϕ

, (3б)

 grad a!( )
z
= ∂â
∂z

. (3в)

2.5  Вихрь векторного поля

Начнем с формулировки вихря векторного поля в прямоугольной декартовой 
системе координат x, y, z. Имеем для точки M ′ , близкой к точке M:

 

1( ) ( ) 2
2

u u v u wu M u M dx dy dz
x y x z x

    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂′ = + + + + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂        
 + 1

2
∂u
∂y

− ∂v
∂x

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
dy + ∂u

∂z
− ∂w
∂x

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
dz

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ , (1)

 1( ) ( ) 2
2

v u v v wv M v M dx dy dz
x y y z y

    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂′ = + + + + +       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

 + 1
2

∂v
∂x

− ∂u
∂y

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
dx + ∂v

∂z
− ∂w
∂y

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
dz

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

, (2)

1( ) ( ) 2
2

w u w v ww M w M dx dy dz
x z y z z

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂′ = + + + + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

 + 1
2

∂w
∂x

− ∂u
∂z

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
dx + ∂w

∂y
− ∂v
∂z

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
dy

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ , (3)
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где u, v, w – компоненты вектора скорости u в системе координат x, y, z и
( , , )d dx dy dzr OM OM′= = − . Подчеркнутые члены в каждой строчке этих соотно-

шений уничтожают друг друга и оставшиеся члены дают не что иное, как линей-
ную часть разложений ( )u M ′ , ( )v M ′ , ( )w M ′  в ряд Тейлора. Мы полагаем, что точка 
M ′ достаточно близка к точке M, так что линейная часть  разложений Тейлора дает 
достаточное приближение для нашего анализа. Заметим, что все производные вы-
числяются в точке M.  Нетрудно показать, что содержимое квадратных скобок в 
первых строчках выражений (1)–(3) описывает деформацию жидкой частицы (cм. 
Кочин и др. 1963; Часть I, Глава первая, параграфы 1–5)).  Таким образом, движе-
ние жидкой частицы в малом состоит из поступательного движения со скоростью 

( )u M , ( )v M , ( )w M ; чисто деформационного движения; и твердотельного враще-
ния с угловой скоростью  Ω = 1

2
ω (M ) :

 
ω x = (rotu)x =

∂w
∂y

− ∂v
∂z

, (4а) 

 
ω y = (rotu) y =

∂u
∂z

− ∂w
∂x

, (4б)

 
ω z = (rotu)z =

∂v
∂x

− ∂u
∂y

, (4в)

где мы используем обозначение ω = rotu
Определим теперь тензорную формулу для rot u . В силу формулы (2.1; 5а) 

векторное произведение двух векторов можно представить как свертку е – символа 
и антисимметричного тензора второго ранга:

ω k = 1
2

1
|m |

ekβγ (∇βaγ −∇γ aβ )

или
ω 1 = 1

2
1
|m |

e1βγ (∇βaγ −∇γ aβ ) =
1
2

1
|m |

∂a3
∂x2

−
∂a2
∂x3

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

,

ω 2 = 1
2

1
|m |

e2βγ (∇βaγ −∇γ aβ ) =
1
2

1
|m |

∂a1
∂x3

−
∂a3
∂x1

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

,

ω 3 = 1
2

1
|m |

e3βγ (∇βaγ −∇γ aβ ) =
1
2

1
|m |

∂a2
∂x1

−
∂a1
∂x2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

.

Для физических компонент векторов rot a  и a  имеем:

1. Произвольная ортогональная криволинейная система координат ( 1 2 3, ,x x x ;
1 2 3, ,h h h ):

 rot a!( )
1
= 1
h2h3

∂h3â3
∂x2

−
∂h2â2
∂x3

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

, (5а)

  rot a!( )
2
= 1
h1h3

∂h1â1
∂x3

−
∂h3â3
∂x1

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

, (5б)
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rot a!( )

3
= 1
h1h2

∂h2â2
∂x1

−
∂h1â1
∂x2

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭ . (5в)

2. Сферическая система координат (λ,ϕ ,r ; h1 = r cos(ϕ ),  h2 = r,  h3 = 1):

 rot a!( )
λ
= 1
r

∂âr
∂ϕ

−
∂râϕ
∂r

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
, (6а)

  rot a!( )
ϕ
= 1
r cosϕ

∂r cosϕ âλ
∂r

−
∂âr
∂λ

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

, (6б)

 rot a!( )
r
= 1
r cosϕ

∂âϕ
∂λ

−
∂cosϕ âλ

∂ϕ
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
. (6в)

3. Псевдо-сферическая система координат (λ,ϕ , z ; h1 = r0 cos(ϕ ),  h2 = r0 ,  h3 = 1):

 rot a!( )
λ
= 1
r0

∂âz
∂ϕ

−
∂âϕ
∂z

, (7а)

 rot a!( )
ϕ
=
∂âλ
∂z

− 1
r0 cosϕ

∂âr
∂λ

, (7б)

 rot a!( )
z
= 1
r0 cosϕ

∂âϕ
∂λ

−
∂cosϕ âλ

∂ϕ
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
. (7в)

2.6  Тензор скоростей деформации

Обратимся снова к соотношениям (1)–(3) предыдущего раздела 2.5. Эти соот-
ношения можно переписать в виде:

 
uα ( ′M ) = uα (M )+

1
2
(rotu×δr)α +

1
2
eαβδ r

β , (1)
где

 
eαβ =

∂uα
∂xβ

+
∂uβ
∂xα

;  δr =O ′M −OM . (2)

Расстановка индексов в (1) удобна для дальнейшего изложения, хотя в прямоуголь-
ной декартовой системе координат безразлично, конечно, где ставить индексы – 
вверху или внизу (не нарушая соглашения о суммировании).

Согласно (1), тензор скоростей деформации описывает отличие движения 
жидкой частицы от движения ее как твердого тела. Напомним, что тензор eab  в 
прямоугольных декартовых координатах (см. (2)) может быть представлен в виде 
следующей матрицы: 

  

31 1 2 1
1 2 1 3 1

32 1 2 2
1 2 2 3 2

3 3 31 2
1 3 2 3 3

2

2

2

uu u u u
x x x x x

uu u u u
x x x x x
u u uu u
x x x x x

∂∂ ∂ ∂ ∂ + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
∂∂ ∂ ∂ ∂ + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 ∂ ∂ ∂∂ ∂ + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

. (3)
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Диагональные члены в этой матрице описывают растяжение вдоль координатных  
векторов, внедиагональные члены – описывают скашивание прямых углов между 
координатными осями.

В силу признака тензора (см. 1.6; 4) естественно определить тензор скоростей 
деформации eαβ  в общей тензорной форме как:

 eαβ = ∇αuβ +∇βuα . (4)
Подставляя определение (4) в (1), получаем тензорное соотношение справедливое 
в любой системе координат, поскольку это соотношение заведомо справедливо в 
прямоугольной декартовой системе координат.

Для удобства введем следующие тензоры:

 D ⋅ k
i  ⋅ = ∇ku

i . (5)
Согласно формулам ковариантного дифференцирования (см. раздел 1.8 в первой 
части этой статьи):

 D ⋅ k
i  ⋅ = ∂ui

∂xk
+ Γ kγ

i uγ . (6)

Общая формула для символов Кристоффеля Γ kγ
i  такова (см. 1.8; 3): 

 
Γ kγ
i = 1

2
miν

∂mνk

∂xγ
+
∂mνγ

∂xk
−
∂mkγ
∂xν

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
. (7)

В выражении (6) индексы  i и k заданы; g – немой индекс (g = 1,2,3); в ортогональной 
криволинейной системе координатn n = i (если ν ≠ i , то miν = 0 ).

Рассмотрим случаи, когда i k≠ :

1;  2i k= =
1

1 11 1 211 22
2 2 2 1

1
2

m muu m u u
x x x

∂ ∂∂  ∇ = + − ∂ ∂ ∂ 
;   

2;  1i k= =
2

2 22 1 211 22
1 1 2 1

1
2

m muu m u u
x x x

∂ ∂∂  ∇ = + − + ∂ ∂ ∂ 
;   

1;  3i k= =
1

1 11 1 33311
3 3 3 1

1
2

mmuu m u u
x x x

∂∂∂  ∇ = + − ∂ ∂ ∂ 
;    

3;  1i k= =
3

3 33 1 33311
1 1 3 1

1
2

mmuu m u u
x x x

∂∂∂  ∇ = + − + ∂ ∂ ∂ 
;   

2;  3i k= =
2

2 22 2 33322
3 3 3 2

1
2

mmuu m u u
x x x

∂∂∂  ∇ = + − ∂ ∂ ∂ 
;

3;  2i k= =
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3
3 33 2 33322

2 2 3 2

1
2

mmuu m u u
x x x

∂∂∂  ∇ = + − + ∂ ∂ ∂  . 
 

Мы ищем формулы для физических компонент тензора скоростей деформа-
ции. Поэтому мы сначала поднимем индекс k у тензора D ⋅ 3

1 ⋅ . Имеем, в силу того, 
что  13 0m =  и 23 0m = :

 
D⋅ ⋅

13 =D ⋅ 3
1 ⋅m33 =  m33 ∂u

1

∂x3
+ 1
2
m33m11

∂m11
∂x3

u1 −
∂m33
∂x1

u3
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

. (8)

По аналогии с этим случаем имеем:

   
 

D⋅ ⋅
31 =D ⋅ 1

3 ⋅m11 =  m11 ∂u
3

∂x1
+ 1
2
m11m33 −

∂m11
∂x3

u1 +
∂m33
∂x1

u3
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

; (9)

 
D⋅ ⋅

12 =D ⋅ 2
1 ⋅m22 =  m22 ∂u

1

∂x2
+ 1
2
m22m11

∂m11
∂x2

u1 −
∂m22
∂x1

u2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

; (10)

 
D⋅ ⋅

21 =D ⋅ 1
2 ⋅m11 =  m11 ∂u

2

∂x1
+ 1
2
m11m22 −

∂m11
∂x2

u1 +
∂m22
∂x1

u2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

; (11)

 
D⋅ ⋅

23 =D ⋅ 3
2 ⋅m33 =  m33 ∂u

2

∂x3
+ 1
2
m33m22

∂m22
∂x3

u2 −
∂m33
∂x2

u3
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

; (12)

 
D⋅ ⋅

32 =D ⋅ 2
3 ⋅m22 =  m22 ∂u

3

∂x2
+ 1
2
m22m33 −

∂m22
∂x3

u2 +
∂m33
∂x2

u3
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

. (13)

Соединяя члены D⋅ ⋅
31  и D⋅ ⋅

31 ; D⋅ ⋅
12 и D⋅ ⋅

21 ; D⋅ ⋅
23 и D⋅ ⋅

32  и, переходя к физическим ком-
понентам тензора eik , получим:

 
m11m33 D⋅ ⋅

13 +D⋅ ⋅
31( ) = h1h3 1h32

∂u1

∂x3
+ h1h3

1
h1
2

∂u3

∂x1
, (14)

 
m11m22 D⋅ ⋅

12 +D⋅ ⋅
21( ) = h1h2 1h22

∂u1

∂x2
+ h1h2

1
h1
2

∂u2

∂x1
, (15)

 
m22m33 D⋅ ⋅

23 +D⋅ ⋅
32( ) = h2h3 1h32

∂u2

∂x3
+ h2h3

1
h2
2

∂u3

∂x2
. (16)

Верхний индекс у коэффициентов Ламе h означает степень. Теперь мы вспомним 
определения разделов 1.4 и 1.5 и найдем окончательно:

ˆ ˆˆ ,   i i k k
ik k i

k i i k

h u h ue i k
h x h h x h

   ∂ ∂= + ≠   ∂ ∂   
.

Отметим, что в этом выражении для êik  , так  же как и в последующих формулах 
в этом разделе, не производится суммирование по повторяющимся индексам i и 
по повторяющимся индексам k, если не указан знак суммы. Рассмотрим, наконец, 
случаи, когда i=k. Имеем:

 

D ⋅ i
i  ⋅ = ∇iu

i = ∂ui

∂xi
+ Γ iγ

i uγ
, (17)
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Γ iγ
i = 1

2
mii

∂mii
∂xγ

+
∂miγ
∂xi

−
∂miγ
∂xi

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
= 1
2
mii

∂mii
∂xγ

. (18)

Итак, вспоминая определение коэффициентов Ламе в разделе 1.4, получим:

Γ iγ
i uγ = 1

2
1
hi
2

∂hi
2

∂xγ
uγ = 1

hi

∂hi
∂xγ

uγ

и, переходя к физическим компонентам, найдем:

 

3

1

ˆ ˆ1 ˆ
2

i k i
ii i k

ki k i

u u he
x h h h x=

  ∂∂= + ∂ ∂ 
∑ ,

 
(19)

где вместо γ = 1,2,3 мы используем индекс  1, 2,3k = .  Имеем: 
1. Произвольная ортогональная криволинейная система координат ( 1 2 3, ,x x x ;

1 2 3, ,h h h ):

 
ˆ ˆˆ ,   i i k k

ik k i
k i i k

h u h ue i k
h x h h x h

   ∂ ∂= + ≠   ∂ ∂   
 (20a)

  
3

1

ˆ ˆ1 ˆ
2

i k i
ii i k

ki k i

u u he
x h h h x=

  ∂∂= + ∂ ∂ 
∑ . (20б)

2. Сферическая система координат (λ,ϕ ,r ; h1 = r cos(ϕ ),  h2 = r,  h3 = 1):

 
êλϕ = êϕλ = cosϕ

∂
r ∂ϕ

ûλ
cosϕ

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ 1
r cosϕ

∂ûϕ
∂λ

;  êλr = êrλ = r
∂
∂r

ûλ
r

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ 1
r cosϕ

∂ûr
∂λ ;

 
êϕr = êrϕ = r ∂

∂r
ûϕ
r

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
+ 1
r
∂ûr
∂ϕ ; (21)

1
2
êλλ =

1
r cosϕ

∂ûλ
∂λ

−
ûϕ
r
tgϕ +

ûr
r

;  1
2
êϕϕ =

∂ûϕ
r ∂ϕ

+
ûr
r

;   1
2
êrr =

∂ûr
∂r

.

3. Псевдо-сферическая система координат (λ,ϕ , z ; h1 = r0 cos(ϕ ),  h2 = r0 ,  h3 = 1):

 
êλϕ = êϕλ = cosϕ

∂
r0 ∂ϕ

ûλ
cosϕ

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ 1
r0 cosϕ

∂ûϕ
∂λ ;  êλz = êzλ =

∂ûλ
∂z

+ 1
r0 cosϕ

∂ûz
∂λ

;

 

 
êϕz = êzϕ =

∂ûϕ
∂z

+ 1
r0

∂ûz
∂ϕ

; (22)

1
2
êλλ =

1
r0 cosϕ

∂ûλ
∂λ

−
ûϕ
r0
tgϕ ;   1

2
êϕϕ =

∂ûϕ
r0 ∂ϕ

;  1
2
êzz =

∂ûz
∂z

.

2.7  Оператор Лапласа

Основываясь на выражении в прямоугольных декартовых координатах, назо-
вем тензор Δa = mαβ∇α∇βa  оператором Лапласа от скалярной функции a. Имеем:
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1. Произвольная ортогональная криволинейная система координат ( 1 2 3, ,x x x ;
1 2 3, ,h h h ):

 

2 3 1 3 1 2
1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 2 3

1 h h h h h ha a aa
h h h x h x x h x x h x

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∆ = + +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       
.
 (1)

2. Сферическая система координат (λ,ϕ ,r ; h1 = r cos(ϕ ),  h2 = r,  h3 = 1):

 
Δa = 1

r 2 cos2ϕ
∂2a
∂λ 2

+ 1
r cosϕ

∂
∂ϕ

cosϕ
r

∂a
∂ϕ

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ 1
r 2

∂
∂r

r 2 ∂a
∂r

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

. (2)

3. Псевдо-сферическая система координат (λ,ϕ , z ; h1 = r0 cos(ϕ ),  h2 = r0 ,  h3 = 1):

 
Δa = 1

r0
2 cos2ϕ

∂2a
∂λ 2

+ 1
r0 cosϕ

∂
∂ϕ

cosϕ
r0

∂a
∂ϕ

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ ∂2a
∂z2

. (3)

2.8  Дифференциальный оператор набла ∇

По определению оператор ∇  равен (Корн, Корн, 1973; п.16.10–7; 6.4–2):

 
1 2 3

1 3 3x x x
e e e∂ ∂ ∂∇ = + +

∂ ∂ ∂
. (1)

Компоненты j∇ преобразуются как ковариантные компоненты вектора (см. Корн, 
Корн, 1973; п.16.1–2):

 

j

k jk
x
x

∂∇ = ∇
∂

. (2)

Координаты 1 2 3, ,x x x и 1 2 3( , , ),  1, 2,3k kx x x x x k= =  предполагаются ортогональны-
ми. 

При помощи ∇  можно выразить оператор Лапласа для вектора a :

  ( ) ( )a a a∆ = ∇ ∇ ⋅ − ∇ × ∇ × . (3)
Произведение ∇  и ( )a∇ ⋅  в (3) предполагается как внешнее (Корн, Корн, 1973; 

п.16.3–6).
В случае прямоугольных декартовых координат x, y, z формула (3) дает:

 
1 2 3

x y za a aa e e e∆ = ∆ + ∆ + ∆ , (4)
где ( , , )x y za a a  – компоненты вектора a по осям x, y, z.

2.9 Индивидуальная производная скаляра по времени

Напомним, что в прямоугольных декартовых координатах x, y, z индивидуаль-
ная производная скалярной характеристики ( , , , )a a x y z t=  (например, температуры 
T)  по времени дается формулой:

 

Da a a a au v w
Dt t x y z

∂ ∂ ∂ ∂= + + +
∂ ∂ ∂ ∂

, (1)

где u, v, w – компоненты вектора скорости u  по осям  x, y, z. Основываясь на формуле 
(1), определим индивидуальную производную скалярной функции 1 2 3( , , , )a a x x x t=  
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по времени в произвольной ортогональной криволинейной системе координат как:

 

Da
Dt

= ∂a
∂t

+ uα∇αa .
 (2)

Используя определение физических компонент вектора скорости uα , имеем:
1. Произвольная ортогональная криволинейная система координат ( 1 2 3, ,x x x ;

1 2 3, ,h h h ):

  
3

1

ˆk
k

k k

uDa a a
Dt t h x=

∂ ∂= +
∂ ∂∑ . (3а)

2. Сферическая система координат (λ,ϕ ,r ; h1 = r cos(ϕ ),  h2 = r,  h3 = 1):

 
 

Da
Dt

= ∂a
∂t

+
ûλ

r cosϕ
∂a
∂λ

+
ûϕ
r
∂a
∂ϕ

+ ûr
∂a
∂r

. (3б)

3. Псевдо-сферическая система координат (λ,ϕ , z ; h1 = r0 cos(ϕ ),  h2 = r0 ,  h3 = 1):

 

Da
Dt

= ∂a
∂t

+
ûλ

r0 cosϕ
∂a
∂λ

+
ûϕ
r0

∂a
∂ϕ

+ ûz
∂a
∂z

. (3в)

2.10 Индивидуальная производная вектора по времени

Напомним, что в  прямоугольных декартовых  координатах x, y, z индивиду-
альная производная вектора ( , , , )x y z ta  по времени дается следующей векторной 
формулой:

 

D u v w
Dt t x y z

a a a a a∂ ∂ ∂ ∂= + + +
∂ ∂ ∂ ∂

. (1)

где (u, v, w) – компоненты вектора скорости u  по осям x, y, z.  Под адвективной ком-
понентой производной вектора a  по времени будем подразумевать вектор b :

 
u v w

x y z
a a ab ∂ ∂ ∂= + +

∂ ∂ ∂
. (2)

Основываясь на формулах (1) и (2) в произвольной ортогональной криволи-
нейной системе координат, имеем: 

 
Daα

Dt
= ∂aα

∂t
+ uβ∇βa

α , (3)

  r s r
sb u a= ∇ . (4)

В силу (4) имеем: 

br = us ∂ar

∂xs
+ Γγ s

r aγ
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= u1 ∂a

r

∂x1
+ u2 ∂a

r

∂x2
+ u3 ∂a

r

∂x3
+

 
+ u1Γ11

r + u2Γ12
r + u3Γ13

r( )a1 + u1Γ21r + u2Γ22
r + u3Γ23

r( )a2 + u1Γ31r + u2Γ32
r + u3Γ33

r( )a3 . (5)

Мы стремимся получить выражение для вектора rb  через физические компо-
ненты векторов uα и aα . Пусть  r = 1 и введем 1h  под знак производной. Получим: 



168

Каменкович В.М., Нечаев Д.А.

 

11 1
1 1 11 1

1 1 1
1 1

1 h a ha au u u
x h x h x

∂ ∂∂ = −
∂ ∂ ∂ ,

 (6а)

 

11 1
2 2 21 1

2 2 2
1 1

1 h a ha au u u
x h x h x

∂ ∂∂ = −
∂ ∂ ∂ ,

 (6б)

 

11 1
3 3 31 1

3 3 3
1 1

1 h a ha au u u
x h x h x

∂ ∂∂ = −
∂ ∂ ∂ .

 (6в)
Вспоминая определение физических компонент векторов uα и aα  и учитывая фор-
мулы для символов Кристоффеля (1.9; (1) и (2) ):

1 1 1 1 1 1 1 1 31 1 1 2
11 12 21 13 31 22 23 331 2 3 1 1

32
2 2

1 1 1 1 1

0,
1 1 1,  ,  ,  ,   hh h h h

x x x x x
hh

h h h h h
∂∂ ∂ ∂ ∂

Γ = Γ = Γ = Γ = Γ = Γ = − Γ = Γ = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

в произвольной ортогональной криволинейной системе координат имеем, исполь-
зуя (6):

 
3 3 3 3 1 31 1 2 1 1 2 2 2 1 2 1 1

1 1 2 3 1 1 2 3
1 2 3 1 2 1 3 1 2 1 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ u u a h u au a u a a u a h u a h hb
h x h x h x h h x h h x h h x h h x

∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + − − + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

. (7)

Повторяя вывод (7) для r = 2 и r =3, получим:

 
3 3 3 3 2 31 2 2 2 2 1 1 1 2 1 2 2

2 1 2 3 2 2 1 3
1 2 3 1 2 2 3 1 2 2 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ u u a h u au a u a a u a h u a h hb
h x h x h x h h x h h x h h x h h x

∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + − − + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

, (8)

 
3 3 3 3 3 1 3 3 2 31 2 1 1 1 2 2 2

3 1 2 3 3 3 1 2
1 2 3 3 1 2 3 1 3 2 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ a a u a u a h u a hu u u a h u a hb
h x h x h x h h x h h x h h x h h x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂= + + − − + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

. (9)

Эти три формулы можно объединить в одну:

 

3 3 3

1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆˆ k k k k r kr r
r k r k

k k kk r k r k

u u a h u aa hb
h x h h x h h x= = =

∂∂ ∂= − +
∂ ∂ ∂∑ ∑ ∑ . (10)

Отметим, что в этом выражении, так  же как и в формуле (11) в этом разделе, не про-
изводится суммирование по повторяющимся индексам. Формула (10) дает выраже-
ние для вектора r̂b  в произвольной ортогональной криволинейной системе коорди-
нат. Индивидуальная производная физических компонент вектора 1 2 3( , , , )x x x ta  по 
времени дается следующими формулами:

1. Произвольная ортогональная криволинейная система координат ( 1 2 3, ,x x x ;
1 2 3, ,h h h ):

 

Da
Dt

!⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
i

=
∂âi
∂t

+
ûk
hk

∂âi
∂xkk=1

3

∑ −
ûk âk
hkhi

∂hk
∂xik=1

3

∑ +
ûiâk
hkhi

∂hi
∂xkk=1

3

∑ . (11)

2. Сферическая система координат (λ,ϕ ,r ; h1 = r cos(ϕ ),  h2 = r,  h3 = 1):

   
 

Da
Dt

!⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
λ

=
∂âλ
∂t

+
ûλ

r cosϕ
∂âλ
∂λ

+
ûϕ
r
∂âλ
∂ϕ

+ ûr
∂âλ
∂r

−
ûλ âϕ
r
tgϕ +

ûλ âr
r

, (12a)
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Da
Dt

!⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
ϕ

=
∂âϕ
∂t

+
ûλ

r cosϕ
∂âϕ
∂λ

+
ûϕ
r
∂âϕ
∂ϕ

+ ûr
∂âϕ
∂r

+
ûλ âλ
r
tgϕ +

ûϕ âr
r

. (12б) 

  
 

Da
Dt

!⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
r

=
∂âr
∂t

+
ûλ

r cosϕ
∂âr
∂λ

+
ûϕ
r
∂âr
∂ϕ

+ ûr
∂âr
∂r

−
ûλ âλ + ûϕ âϕ

r
.
 

(12в)

3. Псевдо-сферическая система координат (λ,ϕ ,r ; h1 = r0 cos(ϕ ),  h2 = r0 ,  h3 = 1):

 

Da
Dt

!⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
λ

=
∂âλ
∂t

+
ûλ

r0 cosϕ
∂âλ
∂λ

+
ûϕ
r0

∂âλ
∂ϕ

+ ûz
∂âλ
∂z

−
ûλ âϕ
r0
tgϕ , (13a)

   
 

Da
Dt

!⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
ϕ

=
∂âϕ
∂t

+
ûλ

r0 cosϕ
∂âϕ
∂λ

+
ûϕ
r0

∂âϕ
∂ϕ

+ ûz
∂âϕ
∂z

+
ûλ âλ
r0
tgϕ , (13б)

 

Da
Dt

!⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
z

=
∂âz
∂t

+
ûλ

r0 cosϕ
∂âz
∂λ

+
ûϕ
r0

∂âz
∂ϕ

+ ûz
∂âz
∂z

.
 

(13в)

3. Заключение

Работа посвящена анализу тензорных соотношений в различных системах 
ортогональных криволинейных координат. Рассмотрение таких формул позволяет 
выявить основные особенности ряда приближенных координатных систем, широко 
применяемых при анализе динамических процессов в океане. В работе даны опре-
деления в общей тензорной форме следующих операторов:

1. Скалярного и векторного произведений, а также смешанного произведения 
трех векторов;

2. Дивергенции вектора и симметрического тензора второго ранга;
3. Градиента скалярной функции;
4. Индивидуальной производной скаляра и вектора по времени;
5. Оператора Лапласа и оператора набла.
Найдены формулы для физических компонент рассматриваемых тензоров в 

произвольной ортогональной криволинейной системе координат, выраженные че-
рез масштабные множители (коэффициенты Ламе). Эти формулы широко исполь-
зуются для записи уравнений движения в региональных численных моделях оке-
анских течений, применяющих ортогональные криволинейные системы координат. 
Уравнения движения, записанные в приближенных системах координат, например, 
в псевдо-сферической системе координат, используются в глобальных моделях оке-
анских течений. Приведенные соотношения важны для аналитического и числен-
ного рассмотрения динамических процессов, упрощают анализ энергетического и 
других динамических балансов в океане.
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The paper presents an analysis of tensor expressions in different curvilinear orthogonal 
coordinate systems. The analysis reveals specific properties of a number of approximated 
coordinate systems widely used in the studies of ocean dynamics. The paper consists of two 
parts. The part 1 presents a brief overview of the key definitions and important relations 
of tensor analysis which are utilized in part 2 of the paper. The part 2 considers invariant 
representation of different types of vector products, divergence of vector field and divergence 
of symmetric tensor of rank 2, gradient of a scalar filed, curl of a vector filed.  The part 2 also 
discusses specific properties of the rate-of-strain tensor, general form of the Laplace operator, 
properties of operator nabla, and general forms of material derivative for scalar and vector 
fields.  The equations for the properties under consideration are derived for the physical 
components of the corresponding tensors.

Keywords: tensor analysis, covariant derivative, Kronecker, Christoffel, Levi-
Civita symbols, curl of vector field, rate-of-strain tensor



171

Океанологические исследования. 2019. Том 47. № 2. С. 139–171

References

Kamenkovich V.M. Osnovy dinamiki okeana (Basics of ocean dynamics). Gidrometeoizdat, 1973, 
240 p.

Kochin N.E. Vektornoye ischisleniye i nachala tenzornogo ischisleniya (Vector calculations and 
beginning of tensor calculations). Moscow: Izd. AN SSSR, 1951, 426 p.

Kochin N.E., Kibel I.A., and Rose N.V. Teoreticheskaya gidromehanika (Theoretical 
Hydromechanics). Мoscow: Gos. Izd. Fiz. Mat Literatury, 1963.

Korn G. and Korn T. Spravochnik po matematike dlya nauchnyh rabotnikov i ingenerov. 
Opredeleniya, teoremy, formuly (Handbook on mathematics for scientisrs and engineers. 
Determinations,theorems, formules). Moscow: Izd. Nauka, 1973, 832 p.

Korn G.A. and Korn T.M. Mathematical Handbook for scientists and engineers. Definitions, 
theorems, and formulas for reference and review. Second, enlarged and revised edition, 
McGraw – Hill Book Company, 1968.

McConnell A.J. Appllications of tensor analysis. Dover Publications, 1957, 317 p.
Mueller P. The equations of oceanic motions. Cambridge University Press, 2006, 291 p.
Phillips N.A. The equations of motion for a shallow rotating atmosphere and the «traditional 

approximation». J. Atmos. Sci., 1966, Vol. 23, No. 5, pp. 626–628. 
Phillips N.A. Reply. J. Atmos. Sci., 1968, Vol. 25, No. 6, pp. 1155–1157.
Veronis G. Comments on Phillips proposed simplifications of the equations for a shallow rotating 

atmosphere. J. Atmos. Sci., 1968, Vol. 25, 1154–1155.


