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Как хорошо известно, приближенное решение нелинейного уравнения Клей-
на-Гордона-Фока (УКГФ) может быть построено с помощью теории модуляции Уи-
зема (Уизем, 1977). В данной работе в рамках модификации теории Уизема, пред-
ставленной в (Алексеева, Рассадин, 2018) и (Костромина и др., 2017), для УКГФ 
с потенциалом U(x) = (x–1/x)² найдено его асимптотическое решение v (x, t). Бла-
годаря тому, что одномерное движение классической частицы единичной массы в 
этом потенциале изохронно, амплитуда a (x, t) асимптотического решения подчи-
няется линейному уравнению переноса ∂a/∂t + V∂a/∂x = 0 со скоростью V, лежащей 
в интервале –1<V<1. Характерной особенностью построенного решения является 
отсутствие у него градиентной катастрофы, поэтому оно удобно для исследования 
следующих членов асимптотического разложения решения УКГФ с рассматри-
ваемым потенциалом (Маслов, Омельянов, 1981). Произведение Уизем-аналогов 
групповой и фазовой скоростей волны у построенного асимптотического решения 
УКГФ равно единице – как и у линейного УКГФ.

В предположении о том, что начальная фаза асимптотического решения УКГФ 
является случайной величиной с устойчивым распределением вероятностей, вы-
числен его средний квадрат <v²(x, t)>.

Полученное асимптотическое решение благодаря его простоте и содержатель-
ности можно использовать в учебном процессе для иллюстрации возможностей те-
ории модуляции Уизема.
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It is well-known that one can construct approximate solution of the nonlinear Klein-
Gordon-Fock equation (NKGF) by means of the Whitham modulation theory (Whitham, 
1977). In this work in the framework of the modified Whitham modulation theory  presented 
at (Alekseeva, Rassadin, 2018) and (Kostromina et al., 2017) for NKGF with potential 
U(x) = (x–1/x)² its asymptotic solution v(x, t) has been found. Due to isochronism of one-
dimensional movement of classical particle with unit mass in this potential amplitude 
a(x, t) of asymptotical solution obeys the linear transfer equation ∂a/∂t + V∂a/∂x = 0 with 
velocity V belonging to the interval –1<V<1. Peculiarity of the constructed solution is 
absence of gradient catastrophe therefore it is convenient for investigation of the next 
terms of asymptotic expansion of the NKGF solution with considered potential (Maslov, 
Omel’yanov, 1981). Product of Whitham-analogs of group and phase velocities of wave 
from constructed asymptotic solution of NKGF is equal to unit. This is the same value as 
for the linear Klein-Gordon-Fock equation.

The mean square <v²(x, t)> of asymptotic solution of NKGF has been calculated 
under assumption that its initial phase shift is random value with stable distribution of 
probabilities.

The obtained asymptotic solution due to its simplicity and informativity can be used 
by lecturers to illustrate abilities of the Whitham modulation theory. 

Keywords: travelling wave, phase plane, the action-angle variables, the Whitham 
modulation equations, the gradient catastrophe, transfer equation, characteristic function 
of stable distribution
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